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影响 最 大 、 级 别 最 高 的 中 学 生 “ 国 际 数学 奥林匹克 "(简称 IMO) 由 来 已 
久 ，, 自 第 1 IMO 1959 年 在 罗马 尼 亚 举行 以 来 * 有 近 50 年 的 历史 ,其 影响 
越 来 越 广泛 。 在 "国际 数学 奥林匹克 "的 推动 下 ,世界 各 地 的 数学 竞赛 活动 如 
火 如 茶 。 目 前 ,我 国 数学 竞赛 逐步 形成 了 从 全 国联 合 竞赛 ,全 国 中 学 生 数学 冬 
令 营 到 国家 集训 队 一 个 完整 的 竞赛 选拔 体系 。 

数学 竟 赛 作为 一 项 智力 活动 ,吸引 了 无 数 数学 爱好 者 积极 参与 ,也 为 那些 
对 数学 有 浓 悍 兴趣 和 有 数学 天 赋 的 学 生 提 供 了 一 个 展示 自我 的 平台 ,是 发 现 
和 培养 数学 人 才 的 一 条 有 效 渠道 ,我 们 欣喜 地 看 到 ,通过 这 项 活动 ,发 现 了 一 
批 数 学 苗子 ,培养 了 一 批 数 学 人 才 。 许 多 参与 竞赛 的 优秀 选手 后 来 都 成 了 杰 
出 的 数学 家 。 

总 体 看 来 ,我 国 的 数学 竞赛 体制 日 趋 完善 , 它 的 一 些 功能 和 作用 也 日 益 凸 
显 。 随 着 高 校 招生 制度 的 改革 ,各 种 学 科 竞赛 ,尤其 是 数学 竞赛 的 选拔 功能 越 
来 越 被 广大 高 校 所 认可 。 事 实 上 ,学 科 竟 赛 已 经 成 为 高 校 自主 招生 和 选拔 人 
才 的 重要 途径 之 一 。 

我 们 本 着 为 数学 竞赛 的 普及 、 提 高 做 点 有 益 事情 的 愿望 ,在 全 国 范围 内 组 
织 一 批 长 期 从 事 数 学 竞赛 且 做 出 杰出 成 绩 的 一 线 专家 编写 了 一 亦 " 高 中 数学 
竞赛 专题 讲座 丛书 "， 丛 节 包 括 4 初 等 数论 》《 函 数 与 函数 方程 》《 复 数 与 多 项 
式 》《 不 等 式 》 必 组 合 问题 ? 尺 排 列 组 合 与 概率 》《 数 列 与 归纳 法 》 改 集合 与 简 
易 远 辑 》 以 三角 函数 》 必 立体 几何 《平面 几 人 向 》《 解 析 几 何 》 和 《数学 结构 思想 
及 解 题 方 法 ?13 种 。 

丛书 的 起 点 是 高 中 阶段 学 生 必 须 掌 握 的 数学 基本 知识 和 全 国 数学 竞赛 大 
网 要 求 的 一 些 基 本 数学 思想 ,方法 ,凡是 对 数学 爱好 的 高 中 学 生 都 有 能 力 阅 
读 。 从 书 的 特点 是 : 

1. 充分 吸收 了 世界 各 地 的 优秀 数学 竞赛 试题 ,通过 对 典型 例题 的 解剖 , 传 
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2. 本 着 少 而 精 的 原则 选择 材料 ,不 搞 题 海战 术 , 不 追求 大 而 全 ,而 是 以 点 
带 面 ,举一反三 

3. 以 数学 修养 和 能 力 培养 为 立意 ,通过 深刻 剖析 问题 的 数学 背景 , 控 据 数 
学 内 涵 , 培 养 学 生 的 数学 品格 和 解决 实际 问题 的 能 力 ; 

4. 在 注重 基础 知识 训练 同时 ,有 适当 程度 的 深化 ,对 参加 冬令 营 甚 至 是 更 
高 层次 的 竞赛 都 有 一 定 的 指导 作用 和 参考 价值 。 

丛书 由 浙江 大 学 数学 系 教授 ,博士 生 导师 ,全国 数 学 奥林匹克 况 赛 领队 地 
胜 宏 策划 ;从 书 由 陶 平生 、 苏 建 一 、 刘 康宁 、 边 红 平 主编 ;参加 编写 的 成 员 是 : 陶 
PERR- MRF MAF . 黄 军 华 .王建 中 、 辩 爱国 、 书 吉 珠 ,张震 、 王 俊明 、 
FER ARK EOS UE E ELDER 

鉴于 我 们 的 水 平 有 限 , 书 中 的 不 要 之 处 敬 请 读者 批评 指正 。 
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往 今 来 ,关于 三 角 函 数 的 节 籍 可 谓 汗 牛 充 栋 ,直接 针对 中 学 生 数 学 奥林匹克 的 
也 不 在 少数 ,大 多 是 体系 严密 ,行文 也 较 相似 ,要 在 此 基础 上 再 有 所 创新 对 我 
而 言 是 个 不 小 的 困难 。 几 易 书 稿 ,最 终 放弃 严密 的 体系 ,以 我 平时 在 数学 兴趣 
小 组 的 讲义 为 蓝本 ,同时 揣摩 近年 来 国内 外 的 各 级 各 类 竞赛 中 三 角 函 数 问题 
的 构造 方式 及 其 各 种 解法 的 来 由 终 成 此 书 , 不 知 当 否 ? 问题 的 构造 与 解法 本 
身 就 是 相辅相成 的 ,构造 问题 的 本 身 训 给 出 了 一 种 解法 ,一 个 好 的 解法 又 可 以 
拓 广 问题 ,从 另 一 个 角度 构造 问题 。 在 本 书 中 所 构造 的 问题 ,如 果 没 有 给 出 解 
法 ,读者 只 要 从 构造 本 身 入 手 即 可 解决 ,当然 您 从 另外 的 角度 去 考察 问题 那 就 
更 好 了 。 由 于 本 书 是 以 我 平时 在 数学 兴趣 小 组 的 讲义 为 蓝本 的 ,期 间 参 考 了 
一 些 文献 中 的 解法 ,但 具体 的 文献 没 法 找到 ,在 此 一 并 感谢 ! 

本 书 的 编写 出 版 ,非常 感谢 缆 宗 沪 先 生 一 直 以 来 的 关心 和 支持 , 视 他 健康 
KO! 感谢 李 胜 宏 教授 的 指导 ; 艳 谢 我 的 师父 许 克 用 先生 在 百 忙 之 中 通风 了 
全 杭 并 提出 许多 改进 意见 ;感谢 我 的 学 生 沈 才 立 、 周 展现 、 王 米 理 、 支 持 等 问 
学 ,他 们 向 我 提供 了 许多 问题 的 独特 想法 和 精彩 解法 ;感谢 我 的 夫人 腾 丽 女士 
在 生活 上 无 微 不 至 的 照 夏 和 精神 上 的 鼓励 
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第 一 章 “三角 函 数 问题 的 构造 
و‎ 


$141 变换 命题 的 叙述 方式 (9) 


$142 变换 命题 的 题 设 与 结论 … (55) 
函数 问题 的 求解 (61) 
= 角 恒 等 关系 (一 ) (61) 
422 一 角 恒 等 关系 (二 ) (75) 


1 基本 恒等式 

2 三 角形 中 常见 恒等式 … 

此 三 角形 内 恒 等 变 形 问题 的 求解 … 

$23 三 角 不 等 关系 与 最 值 (一 ) … 


(75) 
(78) 
(D 
(85) 
ао) 
aon 
06) 
azn 
asn 


88 nt) Bj Jj AR Ж. {Л — Ж CULO) КФ ЖИ, 
华 问 题 的 .也 有 在 诛 有 命题 的 基础 上 通过 变换 条 件 、 结 论 或 推广 或 能 化 原 合 
问题 的 .还 有 利川 独具匠心 的 设计 来 构造 数学 问题 ,以 及 一 些 米 源 二 现实 
生活 或 学 习 工 作 中 的 问题 等 等 . 三 角 卫 数 产 生 于 几何 ,深入 于 代数 .应 州 极为 广泛 , 这 为 
构造 二 角 函 数 问题 提供 了 广阔 的 空间 . 本 章 从 儿 个 常见 的 角度 状 察 三 角 两 数 问题 的 构 
造 ,而 构造 问题 的 本 身 就 已 经 提供 了 这 个 问题 的 一 种 证 明 或 解决 方法 , 当然 这 样 的 问题 
还 可 能 存在 其 他 的 解法 ,为 了 蜂 及 读者 的 阅读 习惯 ,我 们 将 其 他 解法 以 注 的 形式 给 出 
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构造 命题 的 演绎 法 一 般 基 从 已 知 的 真 命题 或 一 组 条 件 出 发 ,进行 逻辑 椎 理 , 人 不 斯 地 
推理 出 结论 ,从 中 进行 有 效 地 第 选 . 保 久 有 用 部 分 ,有 时 还 缕 对 原来 的 推理 道路 作 一 定 的 
MEX, 这样- -种 构造 命题 方式 ,由 于 各 人 的 知识 、 陪 历 、 推 理 的 方法 和 角度 各 异 , 购 造 的 
命题 难度 蕉 错 很 大 .但 不 论 礁 吻 程 度 如 何 ,一 般 这 类 命题 都 及 布 一 定 的 独创 性 . 

8i1 ҖЕ MEPR nac cosa-l. 

(两边 同 除 cosa s simo 得 题 : 

SRE 1 + tan a= seca. | + собо csc'a, 

(2) 移 项 , 因 式 分 解 得 题 : 


i sme _ _ 12 соха 
Шы тен "ДШ 


《3) 对 《2) 运 用 合 分 比 定理 得 题 : 


14 сова 1-si 
sia ^ 1+sine 


жї 


1+ зїпа—соза — |—sina — cosa 


GOB SEL cot $: 


Ltsina+ 
раа com — 


(5) 对 (2) 中 两 边 平方 得 题 : 
2+2coso — sina 
wma 7 


(Oh F 1— cosa 2sin* 7,14 cosa 2cos! 名 ,得 题 : 


a dcos! sine 
求证 ,一 一 二 En 
Asin? S — sin'a Ae 
2 
《7) 对 (6) 进 行 变形 ,得 题 : 
JRE: (2sina + sin*a)* —4(sin £ +cos $)* + sina 


2 2 
M2 考虑 恒等式 sin3asinro 十 cos3acosia 一 cos2o 


СФ a= 3R singasin'a+ cossocos'o 的 值 ( 答 : 


(204 оа, 


已 知 cosa= $ OR sintasin'a--costacos'a LLG ea 


(3) 由 于 созда = 2cos'a — 1,8: 
求证 :sin3asinie 十 cos3ocosia 一 2cosra 一 1. 


一 3cosa, 得 题 : 


sin'a — 3costa—4sinta + 4соз'а = cosZa. 


求证 


(бэш + sin3a = isinasin(a- sin (f —a) «costa — 4cosacos(a-+ $ )cost $ — a) f 


p 


RUE :4sin'asin(a + sin E ~a) - 4cos'acos(a-- 2 )cos( = —a) = cosa. 


3 3 3 3 
gis 考虑 恒等式 


п 
sin(a+ 


sina--sin(a Fd) ++ t sin[a (n—1)d]= 


(D d=a f BE. 


求证 :sine 十 win2e 十 sin3e 十 … 


(2% d=2a E: 


SR U; sina + sin3a + sina = +sin(2n—Da= 


《3) 在 (1) 中 用 2a Ко Е, 


_sinCn 十 l)asinma 
sina Ë 


求证 :win2a 十 sin4a 十 sin6a + + мала: 
Фата FT. RE: 


x 22 nl 
求证 sin Z4 in ма 07 


2x 3 
求证 tsin E+ sin 站 in E+ 


(6) 在 (4) 中 对 一 赋值 .可 得 下 面 一 系列 题 : 


4۴ cot 4 


Hsin Esin 
TS 5 10* 


TO PPS NN 4 5 EPOR 
QURE sin Ти ук sin Tx sin pa sin T a+ sin рл соз үү, 


OR 


-lort 
о. 


OR мт 


_ ТФ 


x 2x | у 1003x 
OBM cot zt sin gere sin LOOSE 
og zt atl Xe 


(7) 用 至 一 a Ка. d RE d RS 


求证 ;eosa | cos(a 十 d) 二 "十 co 


(8) 在 (7) 中 令 d—a BI. 


ЖИ: cosa + cosa + cos3a + *** + cosma = — — — — — — а 


《9) 在 (8) 中 用 2o (Ctt o М: 
求证 :cos2a | cosia 十 cosba 二 … 十 cos2na 
ОЕ, $ 4 2а ЙИШ. 


求证 :ecoxe 十 cos3a 十 cos5a 十 


+соз(2я—1)а=© 


ар. ота T ME 


求证 cos #-+ соз Zat сол Sete соз eo, 


D 


2) 由 (2) osi. 


+ sinat пн Па 


O3) fh CO .(10) 可 得 题 : 


求证 , -sos2a 十 costa 十 cosfa 十 心 十 cos2ma _ _ costn+ Da 
"сока T созЗа  созба ~ T cos(2n—l)a  cosna 
UDD AOT AHE: 

та si 


(Q6 OD 十 (10)? 可 得 题 ， 


cC. 


ÓRRE s [sina t sinda +- sin Cin — 10а) [cosa + созЗа + + + cos(2n— DaF = 


《17) 由 (2) 一 (3) 可 得 题 : 


inna — sin(n + Da: 
sina 


sina 一 sin2a 一 sin3a sinda+ «+ sin(2n— De sin2na = 


《18) 由 (10) 一 (9) 可 得 题 : 
cosa — соз2а + cosda — сояда ++ + cos(2n— 10а — соз2ла 


— sinna[cosna — cos(n + Da] , 
sina 


《19) 由 (17).(18) 我 们 可 以 构造 下 列 题 : 
180" -- cos62* + cos82° — sin44* — cos28* 


3۸ L و‎ ۳ 4 cos Š. 
$7 — cos T + cos 


np 


dE 我 们 在 例 1、 例 2 均 通 过 对 一 个 已 知 的 恒等式 进行 转化 演绎 ,而 在 例 3 中 是 对 一 
个 关于 咱 的 得 等 式 进行 特殊 化 取 值 或 重新 组 合 等 方式 进行 演绎 ,这 就 要 求 我 们 掌握 更 多 
WEER ВАЕН FARTHER? 我 们 可 以 从 以 下 几 个 方面 来 考 处 。 


Зет 递 推 形式 的 等 式 


对 于 求 和 《或 求 积 ) 而 言 ,能 裂 项 相 消 是 再 好 不 过 了 ,其 实 我 们 平时 看 到 的 很 多 平凡 
的 式 子 都 具有 和 荀 项 相 消 的 功能 ,举例 说 明之 . 
Я: 积 化 和 其 公式 


sina * соха T [sinta В + sinap] — lsin pHa) — sin 2). 


1 


将 有 看 成 一 个 关于 ”= 的 函数 , 即 有 :sinacos8. = 


sin(R +a) —sin(B, —a)]. 


sinacosg -= 二 [sin( 凡 十 a) 一 sin( 凡 一 a)] 


BE Ra —a =R +a. W p 
Rpp + (n= D 22, WJ 


只 十 2a, 这 样 积 化 和 差 公式 就 有 裂 项 相 消 的 功能 了 , BJ 


n( û. +a) зіла. 


cosg, 十 cos += созд, 


FIH sinasin соо 9 costa 1- 


RMR 8. =f, | (9—1) ° 20,88 


[cos(g—a) — cosa]. 


sinB, + sing, + "+ sing, = 8080 


2 考虑 等 式 cour ui cor. 


将 上 述 等 式 变形 得 cot7 一 cot2x 一 ads pen. —cot2*x — cot2** r, k € N. 这 是 


—1 Ая ЕЛИНЕ I fie i М Ж. ЕО: 
1 1 n 


Sir sinir мова 7 Sinz 
也 可 以 写成 : 


свел слой К свевл + = Hese = сое — со12"х. 


例 3 考虑 等 式 ЕДА 


一 cotr 一 cot2z， 


和 
Ki со > — отт утап ў, 


可 得 恒等式 ， 
dung +n 2+ 
gia 考虑 三 倍 角 公式 


首先 将 之 变形 :3sina — sinda (sinas ВТ sino — sinda) =sin'a, 


写成 递 推 错 项 式 :3*sin * 
这 样 可 得 等 式 ， 


sin зао Se nsi 


Lent FE 
1G sin э; 3'sin SED. |k€N. 


led ier 
4 sin c sina), 


#5 考虑 二 倍 角 正弦 公式 sina 
首先 变形 得 :coso 一 二 ` ЭЁ лу НЯХ. 


2sinacosa + 


‚ча? 


сора р 


cosacostacosto"cosz'a = А » sine, 
na 


例 6 考虑 二 依 角 余 强 公式 cos2a 
首先 变形 得 :2cos2e 十 1 一 4cosie 一 1 
将 之 写成 递 推 条 项 式 2cos2'0 — 1 060805 


2co: 


icosa—1. 
2cosa + 1) (2cosa — 1), 
al 


*k€N. 


_ 2cos2"a +1 


这 样 可 得 等 式 : (2соѕа — 19 (2соз2а — 1)(2соз4а—1)+°(2соз2" Sw EID 


—D 


$1.12 EHÁACE SE RIS 
有 时 我 们 也 可 对 具有 裂 项 相 消 功能 的 式 子 进行 变形 ,从 而 构造 恒等式 或 不 等 式 . 


例 7 аси D° tann = SPOED? sinn’ Sin(n+ "coss 


cos(nt 1)*sinn" 


соз(п+1)° cosn eosm * cos(n F1) 
lost. a 
cosm" * соз(л F D^ 
这 样 可 以 构造 等 式 ， 
aT атлар аав асату = ЗА 066 
88,n€ ND. 


特别 地 取 m 44, Kk nm 88 得 ， 
س‎ + 1 十 … 十 一 1 
cos0"cosl]' cosl'cos2' cos2 cos3 соз44°соз45' 


1 1 1 1 __ cosl* 
EosT cosl + cosi 'coxZ^ + сөз2'сов3* Т” + соз88'сов89° ” siw 


=cse1°, 


соз(30°—я°) _ cos30"cosm + sin30"sinn* 
LE „ере ыы нар, 


cos30* -sin30"tann*‏ = ج 
cos сови?‏ 


(3+ tani"). 


ЖИВОЙ n= 1.2.3.7 ,29, №] 30 一 n US EERGR 1.2, 
ERMA (VF + tan1) G3 + tan?” 2". 


28. 


- GS + ви") 


$113 将 


形式 转化 为 


角形 式 


(21) Gk D 
例 9 жат сту; 


iue апала 
gg TMAR ana = таала ниш, 


我 们 可 将 它 写 成 反正 切 函数 形式 :arctan „1, = aretan(2 + 1) — arctan 28 — 1) ,k € 


| o7 


这 样 我 们 就 


1 
arctan + -arctan g 


同样 我 们 考 | 


алаш 


arctan Û +aretan 4 +arctan 7 


2 


例 10 考虑 下 面 式 子 : 1. 47 


3 = arctan 


dais 


18 
ана: 


* 


R: 


і 


VEI УТТЕ 
k+I) M 


kG TD 
Кян РИК: 
Матт у= 
шк КАП * 
可 得 如 下 恒等式 : 
arcsin + aresin ЕЗ taresin GÊ 


2 


《提示 :上 式 一 


一 arcsin1 一 arcsin -二 [一 


E 


$1.14 从 复数 中 产生 


BEL 考查 不 等 式 sinz<r<tanr,zE 0.32 


(DW z 特殊 值 ,可 得 题 : 


外 求证 :sin20” 


29: ÊR +120" — зіп 


i 


Û +aretan үр +“ +aretan yÊ 


z 


1 1 
一 arcsin р —arcsin 


十 … 十 arcsin 37 


я 


zi 
Exit 


Уб 


一 arccos -十 
» 


一 arctan(2nm 十 1) 一 arctanl. 


ACT) 


" Ra ANS 
ORF :tan10°> 105. (提示 :tanl0 


ап 197 18^" 106) 
《2) 考 查 函数 /(x) 一 汪汪 的 单调 性 ,得 题 : 


求证 :f(x) = РЕК, 72 генами. 


(йж. оо = СОР sinar a 


osz(z—tanz) 0) 
E » 


《3) 对 (2) 限 制 的 取 值 范围 ,得 题 : 


DEM occ T RIE cine DE e шж, foo fO» 


QE от. ORE sini Er. OUR GO FOF) 


(由 (3) 中 加 可知 ,对 于 锐角 AABC, 均 有 sinA > ŽA, sinB> B, sinc >C, 


题 : 
在 锐角 AABC ф RUE sinA + sinB + sinC>2. 


(5) 当 aE (0, ТВ «cosa € DC) RES 
МЕ (0, 5 sa cosa b sinCcosa) c cosCsina) AE a „б.с 从 小 到 大 排列 。 
[s 

(6) 考 查 函数 (Go = e co So meme 48| 


sinr 


求证 :函数 oE, сє 0 D Rim. 


TUNI „ску = Het gr) = | = 


rsinr—2rcosr,rE 0,5) M g GO = 


сохг<0. B gD <g (0) =0, ВЫ f GO < 
D 
《7) 利 用 (6) 及 Jensen 不 等 式 可 得 题 : 


在 锐角 人 ABC ЖЕ. SPA + RB SC. 
《8) 由 (5) 可 得 题 : 
i ap ОВ сочат) = 


Ж sinCcosz) — ER lij (o, 5) EHOW МИ аср 


EE a 


的 大 小 . 
OD 
《提示 : 反 证 法 ,假设 ac. WJ 8= sin cosg) < соз соха < cos sina) =a, №) 
《9) 考 虚 它 们 的 反 函数 ,得 题 ， 
RIE :arctanrSrSarcsinz, r€ [0,1], 4 BUS z=0 BER =”. 
010) 利 用 (9) 及 均值 不 等 式 ,又 可 得 题 : 


ОЖ CL? s arcana B, 


(RR: G= arctanz, 则 дЄ (0, ЖЭ CÈ +a)? + arctanz 


= (сои tan)? + 0> 


1,Җ cosa7cos'a(a€ (0,7) RI 
BM a€ (0, FD „ЖЕ а * кіпа cosa o1. 
#2 考查 不 等 式 , 设 [s 0< Be. Форт. tanatanf tan! © DE 


Fe палатадан Ê, LG am pec en. 
CD 对 o+A RFR nu, 


ФЕЯ =,8 满 足 e 十 B= 斑 , 求 tanatan8 的 最 大 值 . 


1 
в) 
Фен o PE a += к. tanatang 的 最 小 什 


D 
《2) 将 原 不 等 式 变形 后 ,可 得 题 : 


已 知 PE (0.15) R со tan? ЕР. 
( 管 :2 一 V3) 


$. 


tanA * tanB>tan’ 


dp ео too сов tant (f +2) 


(3 考虑 锐角 三 角形 ABC 中 ,由 于 0A. B,C <5, 5 <А+В,ВЪС,А+С< к, WI 


A+B_ 
2 


anBtanC>cof Ê tanCianAZ cot! В. 


这 样 又 得 题 : 
在 锐角 入 ABC 中 ,求证 : 
Ава. 
QanAtanBtanCzecot cot со $, 
QuanatanB+ tanBtanC--tanCtanAZecot cot Ж сот Beot Ceot Соо £. 
ERIE ray r€ RUE rty He лууга) 
(4) 在 锐角 入 ABC 中 ,车 tanA .tanB ,tanC 依次 成 等 比 数列 ,可 得 题 : 
在 锐角 全 ABC 中 ,tanA ranB лас 依次 成 等 比 数列 ,求证 :B 之 子 ， 


А+С 


(HbR па BanAtanC>>tanr AC = coe 县 .Wy anB + tan 


B 
2 


z1 


2tan 


* tan B> letani 


2 


B>) 


《5) 在 锐角 人 ABC 中 ,车 tanA .tanB、tanC 依次 成 等 差 数列 ,又 可 得 题 : 
在 锐角 入 ABC 中 ,anA .tanB tanC 依次 成 等 差 数列 ,求证 :B 三 


A+ 
B 


最 后 我 们 通过 一 个 强大 的 不 等 式 的 演绎 推理 来 结束 本 小 节 , 和 希望 读者 能 从 中 领悟 更 


Сосо В) 


(提示 :2tanB=tanA 十 tanC>2 /tanÁtanCz2tan 


多 关于 演绎 构造 命题 的 常用 方法 与 技巧 . 


例 3 对 于 任意 的 正 数 +、y、z 及 人 ABC 的 三 内 角 A、B.C, 我 们 有 : 
(Oa! +y + 222yzcosA+2zrcosB+2rycosC. 

+y! 27 — 2узсоѕА —2zzcosB—2zycosC 

zcosB+ ycosC)z-F y! += —2узсозА 

= (z= zcosB— ycosC): + y! +z? —2yzcos(x— B~ C) — (zcosB+ усозС)" 


=(x—zcosB— ycosC)' + У sint C+ зи? B—2yzsinBsinC 
n i 


= (x~ zcosB— усов): + CysinC— ssinBY* 20, 


sinA 


当 且 仅 当 ЗАВ Сда. 
从 证 明 过 程 中 我 们 可 以 看 到 ,运用 的 技巧 仅 配方 法 及 созА = — cos B+ C) RETE 
已 ,由 此 可 得 . 


《2) 对 于 任意 正 数 =,y,z RAABC 的 三 内 角 A.B.C, 则 

a! ey! +r’ +2yzcos2A -2excos2B-- 2: ycos2Cz0. 

ER E ia? ey! Hoe! + 2yecos2A + 2ercos2B + 27 ycos2C = (z + zcos2B + ycos2C)° 
+ (ysin2C— zsin2B)* 20. 


并 且 , 当 且 仅 当 “В 


Nec ЖОРУ at. 
Gyon Л ы 


"c 
i G 时 取 等 号. 


aeosA усов коз (+ E+ 2); 


ЕСИ Л Аи уе MERER 
шока + ycos2B+zcos2C>— y (E+ +3), 
(5) 将 (4) 应 用 二 信 角 公式 , 则 有 不 等 式 

anie Atysin В+ ези? Ce E Le e D, 
(OEP тутт, WEARER 


солА+солВ+ сос 5, 


《7) 在 (3) 中 令 


cosA teosB+ ice 53 


x 


dTMA-B- 和 时 上 式 取 等 号 , 则 可 得 下 是 . 


《8) 在 AABC tP OR cosA cosB бес 的 最 大 值 ， 


或 求 /3cosA 十 V3cosB 十 cosC 的 最 大 值 ; 
由 于 AABC 中 至 多 一 个 非 锐角 , 故 由 (6) 及 均值 不 等 式 可 得 、 


(9) 在 AABC 中 ,cosAcosBcosC< 


ae 


ОЕ ryz BIS A ABC 的 三 内 角 A.B.C 所 对 应 的 三 边 长 „б.с, Wiqi ESI 
а? НЫ +e = 2bccosA-t 2сасозВ + 2abcosC; 


ЧЕТЫ IR IE ЖА. sin^ А + sin? B + sint C = 2sinBsinCcosA + 2sinCsinAcosB + 
2sinAsinBcosC) 


《当然 (10) 中 的 恒等式 也 可 看 成 由 余弦 定理 相 加 而 得 ) 
《1D 在 (3) 中 用 a.b.c К х,у, 得 : 


асовА + БсолВ+ ccosC=<. 


又 由 于 асозА + bcosB-- ccosC 为 AABC В 


角形 的 周 长 ,这 样 得 到 


(12)AABC HER ADEF IBI ECKE st C a E+), 
(13) 将 (11) 中 不 等 式 化 为 正弦 形式 有 ， 


D 


sinC 
PR 
tan! $+ 
20m Жаап EcosA+2tan C tan A cos 2tan лап сов, 


上 面 不 等 式 右边 又 可 写成 2mn Dan C 128i! 20-20 Cun 会 (1 一 2sin DD 


Заа 
+2tan g tan 7(1 2sin' 2 


cos сов 2 


2 


ik HE SABC 中 ,我 们 可 得 不 等 式 ， 

tant А ав" Ве 人 Tasin 人 sn 全 sn 号 >2. 

жї ХИЖА A BUE tan an Ettan Etan $+ anun =1 A 
ге а 2 2 2 2 2 2 


! sinA + sinB + sinC=4eos cos P cos 
W $m 52.2. 
i2 应 用 简单 的 估计 , 式 tan? un Ë Fanî 


(参见 82.4) 并 不 奏效 . 
《15) 在 (3) 中 用 cosA,cosB,cosC 代替 z,y,z, 可 得 


在 锐角 和 ABC (Picos А + cos B+eor ССС (ESE 


cosA 
《16) 对 (5) 中 不 等 式 的 右边 再 次 利用 (3) , 即 令 x= 


cosB cosC, cosA 1 cos B | cos À | cos'C 
Easa C+ oB "At cosCeosBEZ (сон С cost B + cos A)" 
再 结合 (15) 可 得 ， 


EBM AARC 中 ,求证 ， 

cosA cosC у. B 9 HC) 

(сов) *( ي‎ 4 (cos А + cos! В+ сов? С) 

《17) 如 果 再 利用 三 角形 内 恒等式 cost A + cos! В + соз С = 1 — 2cosAcosBcosC( 8 № 
$2. 2) ,那么 就 有 ， 

~h og up SOS А cos B cos C 

在 锐角 人 ABC PRE: oB cos’ C cos A 

(18) 用 tanA.tanB.tanC RE CDP ryz W 

HEBE SABC tP RIE sinA+ sin + sinC } ( 


+8cosAcosBcosC>4; 


tanBuanC 
tanA 


《19) 再 利用 tanAranBtanC>>3V5, 可 得 

在 锐角 AAABC 中 ,求证 : 

sinA +sinB+sinCSYÊ (tan? Bun? С зап tan! A+ tan" Аа? B); 
《20) 在 (5) 中 令 r= y==z=1,W4í 


在 AABC 中 ,mA+sinzB+simC< 2 


(21) 由 均值 不 等 式 可 知人 


在 AABC rh .sinA + sinB+ sinC<' 


$. 


C. sinA--sinB--sinC. wi 


3 


B+ sinC, 


(22) 由 均值 不 等 式 可 知 : ® > YsinAsinBsinC, 则 有 


在 AABC 中 ,sinAsinBsint 


《23) 用 r He y Hk, +k RREO H ray. WA ABC Ф, 
С Hsin A+ G + b)si B+ (zt + )sint C 


зр) FOO tp Gea 


而 (zsinA 十 ysinB 十 zsinC 


FE FE =a) 


FE 

1 1 
XY RT ТЕ" C 
这 样 (zsinA + ysinB-- zsinC)! « Gi? Біт A + Cy! НЮ sin? B+ (z! А) віп С 


LEGHO sin AHO sin! ВАС Юзи? C] * (G0) 


жамяра ana eI Hago E scan. 


当然 ,我 们 就 得 到 一 个 很 有 意义 的 问题 


i ECT ° ES 
WEG yc WE Ук гук А В.С Я SABC 的 三 内 角 , 则 


asinA+ ysinB+ssinC< VI TE TO TR, 


FAM fo Heina = Y ср. 


《24 在 (23) 中 取 r= 1. 让 ,一 2, 则 在 AABC h, 


2 зї, 
sinA+ sin Bt js 


《25) 由 于 (24) 中 不 等 式 在 sinA : sinB ! sinC—11 : 9 : 2 V34 时 取 等 号 ,这 样 可 以 将 
其 改写 成 命题 


Е +2 щав+ fS А 
TE ЛАВС 中 , 求 sinA 了 sinB 十 Vi7sinC 的 最 大 值 : 


a $ 


Fp ROP ryz MEAABC Pry ER ,有 


GE y*2* 
15 a 


QR 


ЭРА sin B зі 
УТ rfr 2+9 


ато! 


《27) 对 (26) 利 用 加 数 等 平均 不 等 式 


УЕ 


эш'А V. sinB 7 р sinzC tmm 
2[( 5) x (5x5) M (+) ] i 

sin? A | si B | sint C. sin" Asin'Bsin'C)* 
Wir kr trky uy oc Gio Gy 
这 样 我 们 就 得 题 ; 设 x.y 2€ R , 则 在 人 ABC 中 有 


>a+y+a:[ 


A E ГЕЕВ 
sinAsimBsinCEV GE ие. 
sinA sinB SinC 
ШЕ A P 
нис. ажо Жн + 


(28) 在 (27) 中 我 们 令 x 一 1.y 一 2\z 一 3, 则 对 于 任意 人 ABC BF 


sinAsin? Bsin Cc 7727 M Н (ЭҢ sinA * sinB + sinCe + 2/2 : 3 MIU. 


当然 我 们 在 这 里 只 举 了 很 小 一 部 分 例子 ,还 可 以 从 各 个 角度 逐个 深入 研究 . 


$1.2 单位 


任意 角 的 三 角 函 数值 都 可 以 用 单位 国 上 的 点 的 坐标 或 单位 贺 中 的 有 向 线段 ( 即 三 角 
函数 线 ) 来 表示 . 这 为 我 们 借助 坐标 的 代数 方法 、 借 助 三 角 函 数 线 的 几何 方法 构造 三 角 函 
数 问题 提供 了 方便 . 下 面 我 们 举 一 些 利用 三 角 函 数 线 及 利用 坐标 运算 来 构造 问题 的 例 
+. 


例 1 ME 1-1. E Q du Ж a 的 正弦 线 NM ,余弦 线 ON, 正 切线 AT, RY 
A BS( 其 中 AT,BS WOO МИЯ) EMH ОР. 

(DFE RUAOMN h.h FION]? +| NM|* = LOM , 90 cosa + sina = 1 (I LA 
HEER); 

(23E RtAOMN tP h F|ON| +INM| > 1 OM| =1,Waf Rl cosa+sina>1 a€ (0, 


#—#, IONI <| BMI, | NMI < | AMI êk | ON| +I NM < 
1AM) ПИВ = E ЗА 1<casa+sina< $ а (0.2. 


_ 1ON|-+ NM1— IMO gy cose * sina _ cosa + sina—1 
要 ”1 二 cose 十 sina 2 


当然 上 式 对 于 任意 的 a€ R 均 成 立 , 对 上 式 利用 合 分 比 定理 


可 得 


sina +1 _ созазїпа + соза 
соза sina +3 


-(аЄ В). 
(DEE АММА H, LMN + | МА LAM sin $k 


—сою>?на Š a€ (0, 
sing -1— cosa 2sin р 0€ (0,5). 


RAX AMI > AMI B | АМ 5 |MN| + | МАЕК? 
RIHEKE АММА MIAMI ТММ | +1МА |= ММ + INA] + 


或 令 f(a) = sina--1—cosa—asa€ (0,7), 
W / (а) = cosa + sina— 1770. H /(0) =o, 


HO 78220, 0.50.1. 


1+ упора cosa sa€ (0,7). 


这 样 可 以 得 到 不 等 式 链 :1 十 sine> 


d£ 不 要 放弃 一 些 未 定 的 因素 ,经 过 你 的 努力 探索 ,你 就 可 能 会 把 据 到 宝藏 ! 
《5) 由 于 Sow Sae on < Saor M 


H ум! < L 10A IM. |OA1* 
ОА М < ОА IHLOM Is 5 IOATHATI 


a+ cosa>>2sin $ + соза,аЄ (0.2). 


故 зїпа<Са<їапа,аЄ (0, 
当然 也 可 用 Sanw 
1 

OA + 1АМ|- 


акам Sa M 


LOA] * IOMI + az 1ОРІ + INMI, 


kk sinas a seca * sina HI їпа<Са<Стапа,аЄ (0,2). 


ET. 


从 中 我 们 可 以 看 到 利用 AO4T 5 AOMP f i BUE ERE AOM 的 面积 是 等 价 


(Ot AT 与 MP XF DR Sesow 一 Seasouow 一 
叉 设 ZAOD=9,9€ C a) RI 


1 1 E A 
la< * 1 * tanñ++ * 1° Мапба— <; 


即 a<tan0+ tan(a—0)<tane (0<0< a<). 


在 单位 圆 中 ‚Ж {1 Ж M fh 09 = fh ñ ttt MRHAR 
许多 常用 的 结论 是 非常 直观 的 . 
例 2 如 图 1-2, 单 位 加 中 M, (cosz, , sinz ), M; Ccoszs 


sinri) «Lr, <x: 


(ой F ON >ON: „Ё у= cosx (O. 2) L Ré iba 
(DHF ММ, <N:M: Hk y= sinz жоо, 7) 上 单调 递增 . 


(DHF AT, 


LAT: y= tanz fE CO >) E MN RP 


(4) 由 于 BS, > BS. 


„В y=cotr dO. т) ERR 
《5) 如 图 1-3. ЕК N.M. Ж ОТ, + P.W 
е Мм |<} IMPI ° 


Sup, © 


ION, | IM P| ABIRE |< |M; P! fi м, м. 1<1 АМ, |, 这 
样 


nz CAT; _ IN PI _ IMPI i, 
tanz: ТАТ. INMT IMM 


tanz: tanrı 


kam y= deco TD mate. 
(OOMMEN у= cotr, dE (0.2) EARE. 


compu 


Ф. 


直面 ?一 cosr EO, PDE RR A >0,сом>0, 


这 样 ,西数 yo Pee co FD Ett fane 


=з tan <o (利用 当 0<-r< 吉 时 有 sinr<r<tanr)， 


жота. 


E 在 $2.3 的 例 7 中 有 关于 函数 Р) u eo Ea nki. 


例 3 EARD PRIHA = fE 1< sina + cosa 


Ника SVT а= TP RY =”). 下面 利 用 单位 加 再 次 构 


造 此 问题 ,希望 对 读者 有 所 帮助 . 如 图 1-4, 单 位 图 中 ON, NM 分 
别 为 a 的 余弦 线 与 正弦 线 . 

AB, 是 过 M 点 的 切线 ,A、B tE ALB, 上 的 射影 分 别 为 A. 
В, M # у BE ERK у MT M,, 交 @O 于 另 一 点 M”, W 
LBMM' = Z BM'M = Z B,MB., ix W. RUABM,MSQRtABBM. 
所 以 BJM=M,M', 同 理 MN= MA, „В А, В, = MM, + MN = cosa + sina. 


在 四 边 形 AA, В, В ф, Л, В, ЗАВ=У2, HOUR а=“ m" BELL 


cosa sina sa € (0 

E “ 形 无 数 不 入 微 "非常 精 昱 地 点 出 了 形 的 句点 ,在 描述 问题 时 也 是 如 此 . 在 例 1 
中 我 们 仅仅 得 到 sine 十 coxa<< 号 一 个 粗略 的 估计 ,通过 代数 运算 可 知 sina 十 coxe<YZ, 这 
促使 我 们 再 次 构造 图 形 ,如 果 成 功 , 则 有 砍 喜 ,从 中 再 次 构 址 出 新 颖 问题 - 


例 4 如 图 1-5, 在 单位 圆 中 ,rzOB 一 azOA= 号 ,ee (0, 


INA 为 @O 的 切线 , RE NA / Oz. МЫ СВАО = CAOr 一 


ZBOA- 5. 


Ik IOB| = | BAI. 
而 1ONI 一 1OB| „ТОМІ + INBI<|OB| +1 NB| = | BAI 
+INBI=INAI. 


(GD 即 1+eote<eot 呈 ,ee (0,3 


DAUERN ЖАСА РН ЕН ABC EORR 


со Ач В В teot ©—сошА—соВ-соС>3. 


(3) 看 到 (1) 中 的 递 推 关系 cot f — cota > 1, B (eng T — cot A >п, 


Ш cot $ — cota > n, BH cota 隐藏 起 来 ,得 到 问题 : 
ЖТ a € (OS) Rl cot oc > n. 
MS 如 图 1-6， EE 


siny) .C(cosz sinz) Ф 0 < z< y < z < ТАНЯ XOY 


面积 的 不 足 近似 ， = Sapar > 


mta, + Senmcn + 


Зета, = (созт — cosy)sinz + (созу — cosz)siny + (cosz 
O)sinz = coszsinz 十 cosysiny + coszsinz — cosysinz — coszsiny 


- qn + Lsn2y+ sine — cosysinz — cosssiny, 


Ш + + 2cosysinz + 2cosesiny > sinZr + sin2y + sin2e. 


E ”下 面 通过 不 同 角度 来 考查 与 之 类 似 的 不 等 式 . 
(1) 排序 不 等 式 的 角度 


Ш#о<т<у<г:<® 


2 
0 < sinz < siny < sinz < 1,0 < cosz < cosy < созт < 1, 


Jl cosxsinr + cosysiny + coszsinz < sinzcosy + sinycosz + sinzcos , 

Ë sin2r + sin2y 十 sin2z < 2sinrcosy + 2sinycosz + Zsinzcosr < Zsinzcosy + 
2sinycoss + 2. 

(2) 从 积分 的 角度 考虑 ,分割 起 细 ,精度 会 越 高 ,现在 仅 有 3 个 分 点 ,此 种 估计 精度 应 


该 不 是 太 高 . 下 面 通过 增加 分 点 来 估计 不 等 式 . HO <, <<= << t. 


sin20 + sin26, 十 + sin20, < + 2sin8, сох. 十 2singtcosb + 2sinñ,cosó, 十 … + 


2514.1 созб,. 


ар» 


(3) ED 中 是 通过 增加 分 点 来 提高 不 等 式 的 铺 度 ,从 积分 的 角度 来 考察 ,此 时 了 是 


最 佳 的 ,但 对 于 仅 有 3 个 分 点 的 不 等 式 而 言 ,至 肯定 还 有 改 渴 的 余地 ,从 代数 变形 的 角度 


RRE. 
sinZz + sin2y + sin2z — 2sinzcosy 一 2sinycosz 


= eina + sin2y) + P Ginzy + sint) + бит + мада) — 2sinzeony 一 


2sinycosz 


1 


sinGr + у) созба — y) + эїпСу+ z)cos(y— z) +sin(z+ 1) cos(z — x) — 2sinzcosy 
2sinycosz 

< sin(z + y)cosGr — y) + sin(y + Deosly — z) + sin(z + z)cos(z 一 2) 一 
2sinzcosycosCr — y) — 2sinycoszcos(y — z) 

= соз(к— y)[sin(z y) —2зїптсозу] + созбу z)[sin(y+ z) — 2sinycose] + sin(z 

+) созба — r) 


= cos(z — y)sin(y — т) + созбу — z)sin(z — y) + sin(z + z)cos(z — 2) 


и 


Flin? (y — 2) + sin2(z — у)] + sinfe + reosta — 2) 


in(z — x)cos(2y — x — z) + sin(z + z)eos(z — x) 


< Ме (Dy zr = z) sin (z + z) < /2. 


у=х 


. y 
各, 且 当 |2y 一 z 一 = 一 0 对 


又 由 于 0<z<y<< 
it 
这 样 我 们 得 到 荐 Oy 至 , 则 sin2z + sin2y + sin2z < VŽ + 2sinzcosy + 
2sinycosz. 
№ ЕТ. ЖПЯНЕНЕ нт ARENE ER, MRE RA MR 
估计 是 做 不 到 的 . 


(4) 对 于 任意 0<2<у<:<7. f$ x sin2z + зіп2у + sin2z< a + 2sinzcosy + 
2sinycosc 恒 成 立 的 最 小 正 数 a 为何 值 ,笔者 还 未 有 结果 ,希望 广大 读者 能 积极 探索 . 


(5) 依 据 例题 的 方法 ,我 们 也 可 以 一 个 类 仆 的 不 等 式 - 
21 Ф 


WE 1-7. EAM F A(cosr.sinz), В(созу, sin) , С(созг, 


s 1 


T Sarra < За nix n, T Зе ве, a, s, Sec ec 


а 


+5, ваа ^ 


所 以 Z< cose) sinr + (созт — созу) siny- (cosy — 
cosz)sinz+cosz, mi 


即 sin2r 十 sin2y 十 sin2z 十 * < 2sinz + 2cosz + 2cosrsiny  2cosysinz, 对 于 任意 


0<г<у<а< нй. 


x EU 14 的 背景 下 来 研究 也 可 以 构造 许多 三 角 函 数 问 题 

例 6 dnm is BUR ey cl. 

《1) 利 用 平面 几何 的 常用 结论 ,重心 与 外 心 重 合 的 三 角形 是 正 
三 角形 ,使 点 A.B.C 的 坐标 为 A(coszr,sinz) .B(cosy.siny) С 
(cosz,sinz)(0< < y< 

4 ceosz 十 cosy 十 cos 


为 正三 角形 . 
又 由 于 0<x 


Фк. ym 


即 ?у=г+т,сому—т)=соз Фк 


这 样 可 以 构造 如 下 命题， 

已 知 rsy\zE 有 ,cosr 二 cosy 十 cosz 一 0vsinz 十 siny 十 sinz 一 0， 

DR cosGr— y) +cos(y— z) + созбе — f ffl 

QR согу) * cos(y— =) * созба — ВИЙ: 

图 车 0<r<y<z<2r, 求 证 :rvy 次 成 等 差 数 列 . 

再 从 直线 与 图 的 位 置 关 系 角度 作 讨论 - 

(2) 如 图 1-9,A 为 定点 (一 3, 一 2),AP, AP: 为 单位 加 的 切线 ,P 为 单位 加 上 一 动 


EI 


点 ,直线 AP 是 限定 在 直线 AP, AP: 之 间 , 由 于 直线 AP, AP: 的 斜率 分 别 为 一 


E58 mik AP ñami E, A], 


<. 


sing+2 
可 构造 同 题 :已 知 9E R', 求 函数 > 一 cosg 干 3 的 值 域 - 


(3) 在 (2) 中 着 让 P 在 上 半 个 加 上 运动 , 则 直线 AP 是 限定 p 


在 直线 AP, AP, 之 间 , 而 直线 AP, 的 伸 率 为 上 ,可 构造 问题 ， La. 


< 
= sinê +2 
ER 0 [0x] RAN r= ETR. > 


1 343. 
(esc п) 
OD PH PR do ST R — T I EIC EZE LE EWEN, 
已 知 9E [0 x] RR 700 = 25800 li. 


2созд + 6 
9+33 
(eR) 
事实 上 ,此 时 f=} ЭШКЕ, 


《5) 如 图 1-10, 设 A(eosg,sing),B(cosp,sing), 其 中 ?一 0 天 
2kesk€ Z. 

这 样 A、B 为 直线 ! 与 单位 圆 两 个 不 同 的 交点 ,下 面 我 们 从 两 
个 不 同 的 角度 来 考查 直线 1. 


E > 一 sing _ sing—sing 
一 方面 直线 700597 созр созд" 


M acos Е + ysin коз E. 


另 一 方面, 设 直线 1 为 ar 十 by=c, 因 为 点 A.B 均 在 直线 / LED 


acosb 十 bsing 一 < 
ынак acosg--bsing c 


这 样 方程 cos Е ysin 79 — cos GEE ах Hy m CURTIS ЖШ. 


ف في 
PULL‏ 


B 
进一步 ,考察 原点 与 直线 ! 的 距离 , 即 


el eos | E gmot == | 
—SL | وو‎ ры Te. 


这 样 可 得 问题 : 


(6) 考 察 仅 含有 созд 与 sino 一 次 式 的 函数 


La + Lenin 2 
?一 二 +2zeosb+2" 将 之 整理 得 ， 


2zrsing 一 2yxcosb 十 (天 十 2)(1 一 了 

2yr b G' -2)(0—3)—0 У а? + 

1z У, 
Ма F ry) 

2!z| 1‏ 2121 ارا 

gw Пе Мы _1 

Fy ля В 


+ BE SI DIF R А (c00, sin) ЖД 2x «a — 
一 1 的 公共 点 , 故 有 : 


所 以 2—/3« y 2-8. 

进而 补充 一 个 细节 问题 , 当 x 一 0 时 ,y 一 1 也 在 所 求 范围 中 
这 样 可 得 问题 ， 

求 二 元 函数 [Gs 1; asin ge R gt, 


д 2xcosf-t2 

л e 8f (y D P A C NE 96 ty Pk 09 A (8) Ж ЕШ ELA 
构造 又 是 一 片 新 天 地 、 

例 7 如 图 1-11, 圆 的 内 接 正 ” 边 形 A， 

ОА; ++ + ОА, =D. B ДА, ОА, = ХА: ОА, 


ZAOA, 


E 


则 А, (eos0, sin). A, (cos 27, sin E), A, (соз Tf sin E), 


А. os 20" 


这 样 可 得 : 


Dcos ŽE + соз & + соз 


Dx 


6, 


2n 


由 诱导 公式 可 知 ， 


$. 


《2)sin 


Tan бна EOD. 


故 (2) 式 是 平凡 的 ,在 图 形 中 考察 向 量 对 т. у 轴 作 正 交 分 解 也 可 知 . 
3 n ARI E NT ) 型 数 , 由 (1) 可 知 : 


特别 地 取 n= 2,3 得 


cos ?Л-+-сов 


7 
cos 23- cos К 4 cos Ê Foon В + сад a —1. 
«со» Ty cos 1i TI n + cos тЫ 2 


ARE n ШЕ А,А, А, BORGO REIHEN O SUR ОНЯ ОЙ) 一 ,但 点 


А, BIREN A Cosg + 1€ singt 8G Dao) = 1.2, 
这 样 可 得 : 
e 


c+ Эк 


考虑 特殊 情形 , 比 取 0 一 1、n 一 5, 则 有 


«усов + воз + x) + cos + Фая) + соз(1 + x) + со + En) 


313 复数 与 方程 


复数 的 三 角形 式 沟通 了 代数 与 三 角 函 数 间 的 联系 ,也 为 利用 复数 来 构造 三 角 函 数 癌 
题 创造 了 良好 的 条 件 , 下 面 我们 将 从 便 等 变形 与 单位 根 这 两 个 角度 ,利用 复数 知识 来 构 
造 三 角 函 数 问题 . 


3$1,3,1 复数 的 恒 等 变形 


复数 与 生 俱 来 就 是 一 个 多 面 手 , 共 有 多 种 直观 形式 .代数 式 、 几 何 式 、 三 角 式 ,指数 式 
等 等 ,而 每 种 形式 均 服从 于 各 自 的 运算 律 ,这 就 为 我 们 利用 各 运算 律 之 问 的 差异 构造 三 
角 函 数 问题 提供 了 一 个 契机 

例 1 Ф:- со isin) GER GE z 的 表达 式 . 

一 方面 ,由 棣 莫 佛 定理 可 知 ,z* 一 (cosb 十 isinp)" 一 cosng 十 jsinng 

另 一 方面 :由 二 项 式 定理 可 知 ， 

如 一 (cos0 十 ising)” 


Sieowg 十 Cleowr Asing) + С} * cos "0 * (isin)? e +C* + cost! + Gising) + 


057! Bein! 8— + (—1 + C cos "Asino +e] 
Hie [Cl cost"! 8 * sind — С соя ! g + sin + e + (—1)*°' СС! cos! din! 0+ 


m 
(4) 比较 实 部 与 虚 部 ,这 样 我 们 就 得 到 恒等式 ， 
созӣ = Сус cos" '0sin'0+ Cicos" tg = sin! @— ++ (— DCi сов" 70 + sin" 


2) 特别 地 , 当 пе 2 Bf, 
'os' 9— sin". sin20—2cosgsing; 


sin38— 3cos' бъіпб— sin 0= 3(1 — sin 0) sind— зи? = 3sinó— 4sin' 6, 
《3) 如 果 我 们 令 9 一 至 , 则 


о (Cl CF Frm D: cos ÉE, 


а-аа T b CTI CP m (D° ° sin SE. 


OMRE 0= TUI 
Ctt - CL HHO o SF toH CPS + o eon r 
С еЗ ere Са" e3 чт. 


(5) BERE ELA BEL 2" L9 f HE B X fr ta F tú 9 X. 

(соко = Cl сок 0sin!0+ Ceo: 
(Cicos 'бвїпё— Caicos"! 8sin'0-- C; 
Uy. 

(6) 著 令 n 一 5 得 : 

(cost 0— LOcos? Asin? 8-- 5cosósin' 0) + ( sin'8— 10с08' 0sin'0+ 5соз* sing)" 


(7 如 果 令 cost — 1, EE BOR ШЕЯ cosi 1 


бсозбвіп! 0): + sin^8— 10cos' 8sin'0--5cos'8sing* f$ I ВЯ UY ЖАВ tt. 
《8) 当 然 结合 (3 讨论 ,我 们 又 可 得 ， 
саана = + (= PC e 0 - 0 96 
m. 这 是 一 个 很 漂亮 的 组 合 恒等式 ,看 上 去 有 点 令 人 惊奇 ,但 它 却 只 是 棣 英 佛 定理 
式 定理 相 结合 的 一 个 推论 而 已 - 
pa^ sO + ising, 9€ R, M z= созд ising. 
《由 于 |z| а == * 二 这样 即 可 得 三 角 函 数 中 最 常用 的 恒等式 ostsin 01. 


《2) 考 查 等 式 = 十 2 


йаа tr" 
+ (cosn0--isinn0) 


DAC? cost" + sint + =] + 
DPCP созт 9 sin" 0 + 


1. 
*3R (cost 0—10cos'sin'0+ 


а а. >. Жада Дк 
项 


лєк. 


+a" = cosó-Fisin£) 二 (cos28 十 isin20) + (cos30+ isin30) + 


E 


= (cosó-- cos28-- cos30-F е + созив) +i(sin0-r sin20-- 57130 += тиб) ; 


另 一 方面 : 
zaz 
1-7 
0 x) tisini- жу]. 2sin "2 
онна) [eos( — 2) ain D]e 2sin Я 
in 9. . [cos A би 2. — = 
2sin + ° [cos + p? Fisin C5 — 51 
LH ntl atl 
co منوا + ول‎ "70 
EI 


sin + 


比较 上 述 两 式 的 实 部 与 虚 部 即 可 得 : 


"€ 


z нема 


eosg 十 cos28 十 cos30 十 … 十 cosng 一 


sin 


sin P sin 1719 

sinê + sin20+ sin39+ e +sinng= n,n EN". 

sin 

上 述 两 个 式 子 的 应 用 我 们 已 经 在 第 一 节 中 做 过 论述 ,这 里 不 再 重复 , 

例 3 考查 恒等式 НЯНЯ Sus Са tnta) uitio nm nn 
ms) 

(DEA а +e, +e, =0.W 对 十 过 十 对 一 3=zxz, 据 此 我 们 可 以 构造 如 下 命题 ; 

已 知 cosA 十 cosB 二 cosC 一 0,sinA+sinB 十 sinC 一 0, 求 证 :sin3A 十 sin3B 十 sin3C 一 
3sinCA-- B--O.. 

DES i 
构造 如 下 命题 : 

已 知 cos2A +-cos2B + cos2C 
+ sin2C— sinCA-- B) + sin( BFC) -sin(C- A) 

ЖЕНЕ, ЧАЗА --sin3B--sin3C — 3sinCA + B-- C) GE AERE созЗА + cos3B + cosC = 


3cos(A+ В+ СЭ. 


$. 


MA и +а+ а =3 ee, DAL 


i 


os(A 十 B) 十 cos(B 十 C) 十 cos(C 十 A) ,sin2A+ sin2B 


94 cocos + isin, Е RI zm cosi ising ЕШШ О 
== 6050—1109. 

м sind 271 

аСт CREDI 

ng. 同 上 可 知 有 

а 


= этап 
Е Zi 


ЗЕ =" = cosnó-- isinnó. =” = созлб- 
«+1 z 2" 1 

Fr ani PEFD 
PERR HDHD HD GI" ретката, 


cosng= & 


X 


2sinZ'8[cosC2*0— 5) -Fisin(228— 2] 


2° ° [cos 27 —1)9+isin(2" — 0] + 2siné(cos(0— 7) -isin9— J 


ЕД 
2^sin)" 


所 以 cosñcos20cos40---cos2""'0= 
利用 上 述 等 式 可 以 产生 一 大 批 常见 等 式 ,如 : 


eos = l 
(Dcos gcos 5a 


(Dcos Ecos eos Dacos dnm үр 


СЖ cos ie 


(eos Teos eos £ 


g 05g i о 
X cos 2 3 4 5 S tos وچ‎ Sam zl 
(cos Ecos 2 еов чу xcos 4ржсов чу ясов pacos pacos AT свз 
7 а= — cos Da cos Ba — cos Sn,cos $. 
cos xcs $ gy 


„Ф 


E 
(8)cos үрсов Ses 


(6)cos fenis Ee 


(sin Ж, чп Б 5 


2n = 
(提示 :sin m cos Pf sin Вх cos Ж) 


当然 该 者 还 可 以 根据 上 述 方法 ,构建 出 更 多 ,更 巧妙 的 式 子 . 
Ë 式 于 的 另 一 证 明 可 采用 如 下 方式 : 


созбсоз2дсоз4@-сов2" ' g= 2 sinB * cosfcosd0- cost 10 


эіп20соз20с0540---соз2" 1 
2" sind Zsing 


S 考查 等 式 (2+i)(3 十 i) ==5 十 5i, 及 其 表示 出 的 镶 角 主 值 方面 的 几何 意义 ,我 们 
可 以 得 到 如 下 等 式 : 


омана baretan 


=, 
4 


(2Jarecot2+arecot3 = T 


10 


(arccos 2 toreeos 3 


(5)arccos xn arcsin 


vo 


10 + arccos 
10 M 


同样 地 考查 等 式 (3 十 i) (9-10007-108-1) —650-- 650i, 9748 


《提示 :arcsin 


(baretan 二 +aretan + +arctan + +arctan Y 


=, 
《Darcsin ЭП taresin МВ | arccos 188 arcos Ez, 
等 等 . 

5132 方程 与 要 


nn 次 实 系数 多 项 式 有 许多 很 好 的 初等 性 质 ,有 时 却 不 为 人 们 所 注意 ,下 面 我 们 就 利用 


$. 


次 实 系数 多 项 式 方程 来 构造 一 批 三 角 恒 等 式 或 不 等 式 ,主要 基于 以 


1. 代数 基本 定理 .n 次 实 系数 多 项 式 方程 在 复数 域 上 有 且 仅 有 тию. 
2. Baz 是 次 实 系数 多 项 式 方程 (xz) 一 0 的 一 个 复 根 , 则 х— z Я 7(z) 的 一 个 因 


式 . 


3. an exer eux, 是 nn 次 实 系数 多 项 式 方程 4s" 十 4a 1 十 十 1 十 4s 二 0 
《a. 才 0) 的 nn 个 复 根 , 则 


жнт asm 


|n dear ans eror, Fan ar n rr tetr. 


x -ye 2 


NPA FF i A i ik FE RR 


例 1 我 们 知道 =1 的 7 个 复 根 分 别 为 lvcos Вазы Л, cos я Жаза к, 


cos ба Ên. 


7 


W = 1m G7 О os 2 каа Za) Le (eos 子 x 一 isin к) ][=— (соз к 


tisin d Je (eos e іна Dn Le Cos кв Fo [e= (ros $ a= 


isin бое DG? —2сов ret D GI — cos pa + +D eos $e. 
cuir bi MO TU RES z, 均 有 


, -2eos Ba +0 


=і+а+а 


4 == сои, ЄВ 1+ 20s Te + z 
=1 +eos20+i + sin20—2cos 2. «(сон +ising) 


=200s0( eosg + ising) — 2cos De cost --isin) = 20с040— cos к + 


T 


同 理 pes 2с05 


(соя cos $m) + =. 


1+ —2соз $a» z 


所 以 (ron — cos Fr) (cond cos +r) cosi cos ©) = 


= Цио ++ 


8 


e 
8 


这 样 ,我 们 就 得 到 了 一 个 非常 有 用 的 恒等式 :对 于 任意 的 9ER, 均 有 


[1+2cos30+ 2% 


—?(созф—соз x) +=, 


Dri 
a2 


GE) G2] 


0528-- 2cosd). 


CI eosg — cos SW) (cos cos Фк) (cosgi— cos Sx) 


1 
gO +2созб+-2со, 


《2) 在 (1) 中 令 0=0， 


(3) 在 (1) 中 令 9=x， 


Щ cos Ecos eos Зк 


(4) 由 (2)、(3) 可 得 t 


OERE 


x 
6 
《6) 在 (1) 中 令 


= 
3 
(Om IL 
OEDFA g: 


СЕ 


$. 


2 
s. 
6 


520-- 2cos30). 


得 (1 一 cos £o со o - cos S 


1 
7 йыла: ы 


g T sin 20, sin 277-0, sin >o, 


#‹1+ соз В) -ecos Enteos © к) = 1 ag 
了 7 7 


1 
8 
L coe & H 2 

ge сов 7 >0,с0я 7 >0,с0$ 7 «20, 


3 


on Жаап Уап ЭЛ /7. 


+3. 


HRS 2cos СИ 20s СА —2сов Sf 


得 (1 一 2eos 子 (1 一 2cos S) 1.2608 Sm) =— 


Сео 3.0 /#—2еоз Ao GE — 0008 =1, 


2 oi 1 
f cos mcos cos T 
2 


x. G /5+2eos 3 СЗ 2eos #0 2с0з к) = /3—2. 


COMEC = к ВА +2соз (1+20 FD 1+208 Sm 一 一 : 
(1D 在 CD 中 令 Qm r ВС +2сов Фа) (2-205 ков a) 1. 


412) 由 (5).(9) 可 知 (3 一 4cos 23) (3— cos! SF) (3—4cos! S 
当然 通过 化 简 可 知 (12) 与 (6) 是 等 价 的 - 


2 
103) 在 (D) 中 令 0— Dx E Locos 254-208 Фж+-2соз Š 


2F cos со» E — L g cos E сов 284. 
соз 7 + соз > +0037 去 或 cos 了 了 соз 77 teos 


例 2 我 们 米 讨论 例 1 的 推广 形式 ,z*- 10€ №№ 2 十 1 个 复 根 分 别 为 1， 
cos gî kinin „үә соз git t isin ү, сөз ОА > isin уб 
isin gr 


"= “ení: 
м) Je (m n з] 


故 对 于 任意 <€ C 均 有 


сов سو‎ o г 
(a? —2cos зур * er DG 2008 


z+ De iet 


[3 
2cos элү! 


m 


2cos ар ааа, 


2n 
+1 


= cos) + ising. 0€ R, W 


z 2 
7) (eos cos зит г" (сом сов 3T ) 
UHD FFT) Hetit] 


3:1 + 2eosó-+ 2cos20--2cos30+ + + 2cosn0). 


这 样 对 于 任意 9E R 均 有 
(D cost cos z 2-7) (cosg— cos БАТ (cos cos = 


1 


(1 + 2cos0 + 2с0520+2с0336 + --- -- 2cosn£). 


Ax odi S 
За" nH 


с x 2x зя 
(3) 在 (1) 中 令 8— «f cos тс у eos PUT 


(4) 在 (1) 式 中 右边 求 和 ,得 


《2) 在 (1) 中 令 9=0, 得 


DEORE = 


sot ce) Ga 


"(eh 


(i-es 


+1 
(8% «оз ит 3 
x E anle 
(DBD ADA, tan z- tan у gati un gE VaT. 


例 3 如 同 例 1、 例 2, 我 们 可 以 看 到 如 下 等 式 : 


(ео тео" 2eos $e +1) 


(2799; жен bee eet ee mt 


(сомон $) (со cos 2E) (cost cos ŠE). (cos9— cos 


[2cos(n—1)0-2cos(n—3)0+2cos(n—5)0+ 


3m, uS CIL Ун 


《3) 在 (D) 中 令 x71 f sin Z sin Оу 25 -sin 


ОРФ = — 1f cos cos сов 29 


Zn 2n 
$} 34 


(i C GO SERI тап лап тап Зла ТОКА AE RUND 1 


例 4 考查 方程 = 一 cos60+ isin66,bE R, 则 此 方程 的 3 个 复 根 分 别 为 cos20 十 isin2， 
2 2 2 PA 2 " 

cos (20) nin (37—20) veos( 3 t2) isia( 3 *+ 29) * 
CD! —созб#—1ви6д= (е —cos29— isin20) [z — cosC 2 x — 29) —isin r~ 200 JL — 


cos +0) —isin +20), 
(2) 在 (1) 中 令 *=1, 并 比较 等 式 左 \ 右 两 边 的 模 得 ; 
sin30= tsindsin( 5 ОЕ +в), 
《3) 在 (1) 中 令 = 三 一 1, 并 比较 等 式 左 . 右 两 边 的 模 得 ; 
cos30=4coseos | £ 0) (+0): 
(4) 由 (2).(3) 可 得 : 
z 


tan30= tantan ( + 912" (3+0) , 


《我 们 通过 复数 构造 了 (2).(3).(4) 命 题 ,由 于 0 取 值 的 任意 性 与 灵活 性 , 据 此 可 以 构 
造 一 大 批 求 值 问题 . ) 

GR Li sin 0 sins0*sin70* 

р 

(GRE; cos5  cos55" cos65" + 

گي 

CDORÁ i tan3' coti" tan33*tan51"tan57"tan63"tan69" tan87* 


《 答 :1) 
(8) 求 值 :tan6"tan42"tan66"tan78" 


anu 
tanê" 


(提示 :tan6"tan42"tan66"tan78" 一 


G4'tan66* ‚ tanl8"tan42"tan78" _ 


tan18" 


запа _ 
ung 7D 


$15 В 50—2kx.k€ Z. M 30= 21—28, cos30— cos20, BJ 
Acos 0— 3cos.— 2cos*0— 1 SERERE 


Acos'9— 2c 


一 3cosg+ 1 —0, 4» += сохр, Ñ| 
471 cos x cos {к EFE Aj — 2r? 3170 的 3 个 实 根 , 即 


aco лесок 二 = 是 方程 4r: 十 2 的 两 根 , 故 由 韦 达 定理 可 得 
2 4 l 

Deos т +e о» 5 as 

(2)eos Фк * cos E. cm 


mos 2 
cos Z cos +. 


5)sin A dae 
(sin jj —sin тя" —+ 


а, 
w= ГЫ 
用 角度 表示 之 , 则 有 


(7) cos36* — cos72* = sinS4* — sin18"— 


(6)sin тома 


(8)сов36° + cos72* = віп54* * sinl8"— 


#6 ИН-Т K€ 2, 30= 267+ № — 40, kk sin39=cos40, 即 
2 2 


3sin0— Asin! 9 sin387 cos40= 2cos! 28— 1 2(1— 25119): — 1 1 sin --Bsin'6, 
BILL ,Bsin'0- 4xin' 0— Bsin' 9— 3500 + 10,4 r= sing, WJ 


3x 


ir sin PAESE rar В ciel =0 的 根 ,也 就 有 


、 一 sin 证 


z=sin T. sin [зїп APE S Ar" 42410 的 根 ,由 书 达 定理 可 得 


利用 诱导 公式 变换 得 


于 
(Dcos F —cos TT Ecos T L, 
— сов 29 сь 38 — cos X cos 28, 
(cos T cos 37 cos Ecos ВА — cos Кооз 28 = 


Zoos TEL 1 
(cos Feos Feos So L, 


#7 dE T0— kx e € Zl 3⁄ 


kx — 40, k € 2, tan38— —tan40, 


cos36  cos'9— Зе" ПТ зап" 


a htang—4tan’l 
7 tan 0 T~6tan тап" 
(i^ tnra 
dtang- tand ру 


— stan 0 tano 
alinn i Boa Fiat $ i= tang itt 


Ostan T. мап 27 tan ЗЯ чап Я лап ЭЯ лап EAR 2-35 0 的 7 
7 7 я 


tad" 


E 


个 根 .所 以 tan? 7 tan E 了 分别 为 方程 一 212 十 35! 一 ?一 0 的 3 个 实 根 ,这 样 由 
事 达 定理 可 知 ， 

Oran! Etran! Pega 38.21, 

Dunt Tun EF tant Pas! SF + tan’ Sian! Eras, 

tan Fan ап ЗА — T. 


我 们 将 例 ? 一 般 化 , 则 得 下 例 . 
98 Wn D0— kr. kE ZH] tanng= 一 tan(n 十 1)be3tanng 十 tanCn 十 1)8 一 0 


inn? | sinn 1) 
“P eosn созт Dé 


#*sinócos(n + 1)0 + сохибут (n + 08 
Chasin’ gcos *9-- С}, ,sin'8cos' 
С, tan0— Chitan’ +C,- tan’ 


° 


6 sin (2n + 1) 


= CL. | sinfcos'tg — 
Ц cos od. 


{sing 


一 二 (一 1 хап? 


4 t= tand. Mj = 0 tan Sun күл ЭУ Cant Chun 


„ 


ба; z PR ç po 
So WEBM = tanî gitan gean а 
58 С.С. +С, 0 的 实 根 ,利用 韦 达 定理 可 得 : 


(зш? z- 5 + tan! gi unt zip nus Ия, 


DE nn— 00 D2n+ D. 


ETE 
Кашааны лн 


dE #(2я4+1)д=Ёх,&Є Z 时 ,我 们 有 С}. у зїпбсол@ — C. віп?бсов'" 0 十 … 十 
‹(-”С1ча”'б=о 


(3)tan tan gr! 


4 z=sin'0, В z — sint сре sint 2t 
Chn ze Qay +n + (DCR = 
ХИ г) аСт ECT DI 
алта, Чад, Ca #0). 
Wa t р"... + 


TO Cha CL I + +G 


TO. -inkl. 


š МИС: : im 
W h $ k E S ло zo ° sin т 


E 
‘sin “sin > 


sin z-5— + si ix 
"npa +i" me mtm x 


$14 变换 


数学 问题 层出不穷 ,许多 问题 一 见 有 如 * 岁 岁 年 年 花 相似 "的 亲切 感 , 细 做 又 有 "年 年 
岁 岁 人 不 同 "的 新 颖 感 .其实 这 类 命题 通常 都 采用 变换 的 方式 构造 出 来 的 . 这 里 我 们 介绍 
两 种 构造 三 角 函 数 问题 的 常用 变换 方法 一 一 变换 命题 的 叙述 方式 与 变换 命题 的 题 设 与 
gie. 


$. 


$1.41 变换 命题 的 氢 述 方式 Н 


数学 语言 丰富 多 彩 , 命 题 的 叙述 方式 多 种 多 样 ,有 选择 题 , 求 值 化 简 , 或 反之 变 为 解 
方程 等 等 , 另外 ,数学 语言 中 "语种 "繁多 , 儿 乎 每 个 分 支 都 有 自己 一 套 独特 的 语言 ,而 数 
学 本 质 在 许多 时 候 是 相通 的 . 将 同一 个 实质 描述 成 不 同 的 语言 ,有 时 不 光 形式 上 不 尽 相 
T] ,还 会 在 解决 问题 的 难度 上 大 相 径 庭 ,这 样 就 为 我 们 采用 变换 命题 的 叙述 方式 来 重新 
构造 命题 ,提供 可 行 性 支持 . 同时 ,这 样 的 命题 方式 也 备 受 命题 者 的 青睐 ,因为 这 样 的 命 
题 一 般 有 两 种 解决 方案 :一 种 是 采用 新 “语种 "环境 中 正常 的 解决 方法 , 另 一 种 是 采用 构 
造 法 来 还 原 命题 途径 ,显示 出 命题 多 人 口 、 多 包容 的 特性 . 


я: 设 22620, PE (0,2) „алапа Мапа, Ж a— 9 SR K (R. 
这 是 一 道 三 角 函 数 与 平均 值 不 等 式 相 结合 的 容易 题 ,解答 如 下 : 


_ p= ana tang 
tan(a7 7 м 


故 a 一 8 的 最 大 值 为 arctan m $ 


《1) 如 果 将 之 放 人 向 量 的 背景 下 来 叙述 , 则 有 : 
ея a757-0.a.g€ (0, (a,b) ‚= (tana, tanp) , Н a // b R a— КИЙ. 


《提示 а besatanj 
《2) 如 果 将 这 个 问题 放 入 复数 的 背景 下 来 叙述 , 则 有 : 


ERI a>b>0,0€ (0,7) ,复数 = 一 e+btang*i, 求 9 一 argz 的 最 大 值 . 


(提示 :由 题 意 可 知 :argz€ (0, Ж) I tan Cange) = ÊÊ Ë 


形式 . ) 
(3) 如 果 将 这 个 问题 放 人 椭圆 的 背景 下 来 儿 述 , 则 有 : 


如 图 1-12,P RSS + 17620 ER ВИА. P RD 


„Ф 


rang, 即 转化 为 原来 命题 


(0а) ,及 人 IOP 一 Bp, 求 a 一 8 的 最 大 值 . 


提示 :如 图 ,由 于 点 P ORCHY а(0<а< 7 ) RE MOa. 
点 忆 的 坐标 为 (acosa,bsina), 这 样 


(4) 如 果 将 这 个 问题 放 人 平面 几何 的 背景 下 来 叙述 , 则 有 

如 图 1-13 M 为 ;上任 一 点 ,连接 OM É, B, F N, 过 M 
{E MP LOA, àt N {ê NP | МР F Pit ОА =a. ОВ, 
МОР ВИЖ. 

提示 :与 (3) 相 同 , 设 人 MOA, 


ТРО! _bsing_b 
Чап ТОО асом a 


Ë 以 上 实质 上 是 同一 问题 ,关键 是 atan8 一 btana 如 何 体现 P. 
出 来 ,是 直接 给 出 ,还 是 间接 给 出 . 以 怎样 的 方式 给 出 ,这 成 为 命题 
的 一 个 切入 点 . 当然 问题 给 出 方式 中 还 有 隐藏 条 件 的 深浅 之 分 ,在 


РОВ, ^ 


tana. 


上 例 中 (1)、(2)、(3)、(4) 隐 茂 逐 步 加 深 , 这 样 问题 难度 就 加 大 了 O 
#2 在 人 ABC tha b.c f A B.C 所 对 应 的 三 边 , 且 а> 


ta! Ca! —U ) Hl à UO! с) еа C! а? ) 20, 

Маре e) ua (а!) 

za! (QI ее Э — a!) m (a БЭС о) Са? - 620, 
对 上 述 不 等 式 使 用 正弦 定理 , 则 有 : 

*A=sin"B _ -去 (cos24 一 cov2B) _ gincA+B)sin(A—B) 

sin’ С sin: C sin: C 


sin(A—B) 
sind C 


这 样 就 可 以 将 之 改 为 一 个 三 角 不 等 式 


€ 


再 用 正弦 定理 ,又 可 得 一 个 三 角 不 等 式 : 


A + inBsinC НА o, 
那么 ,这 两 个 三 角 不 等 式 又 是 哪个 更 大 呢 ? 我 们 又 可 以 得 到 一 个 新 的 三 角 不 等 式 : 
TEAABC ф AZ BC 
sinCA— B) , sin(B— C) ECT AL, A + sin Bain sinC— sinA 


sinC sin sinB зтА ^ sinB 


在 AABC P, AZB2C, 


BR t. HER FR Ê + 


+8 + 


РОО оосо) етае o 


(a—b)(a ci ) (а=) (ct b 
u 


a)  (e=b(e+a—B) 
+ rj ] 


j 


о-о 
+[ 2 
афо e tab tac) | Фа) a! th Hbc ca) 
мг a 
(ао Неа) +b(a 十 ca 十 
alic 


= (ub) botea) + 


例 3 如 图 1-14, 锐 角 AABC 的 重 足 ADEF- р 
(DHT B.F.E.C MAHER, MZ AFE m 人 ACB, ZAEF , 

= ZABC ЗМ ЛАЕРФДАВС. MG € 
BEBL EF acosA [IBI FD = bcosB РЕ ccosC. 
在 平面 几何 中 ,我 们 知道 ,锐角 三 角形 的 内 接 三 角形 的 周 长 8 D е 


以 该 锐角 三 角形 的 重 趾 三 角形 的 周 长 最 小 ,这 样 可 以 构造 问题 。 gru 
db Dı LE, F, 分 别 为 锐角 人 ABC 的 边 BC .CA、AB 上 的 点 ， 

МАР, Е.Е, 周 长 的 最 小 值 为 
《 答 :acosA 十 bcosB 十 ccosC) 


(2) 由 于 A.B.CE (0, 子 ), 故 (awbwc) 与 (cosAwcosB,cosC) 反 序 ,这 样 
ceosB 一 a( 射 影 定理 ). 


bcosB + ccosC«cbcosC 
Ш DF+DE< BC. 
同 理 ,ED+EF<AC.FE+FD<ABE. 

累加 即 可 得 ADEF 周 长 不 超过 AABC 周 长 的 一 半 、 


WIKI :acosA + bcosB+ccosCS}(a+b+e). 


证 朋 HI F(a.b,c05(cosA.cosB,cosO RE ЊЕ, BUE] RI SE ҤЕ XR ERR 


Ca--b-- c) CcosA + cosB-+ cosC) 


асозА -FbcosB-- ccosC« 1 


又 由 于 coxA + созВ cosCez 3 RRRA acosA-+bcosB-+ cco ЕР € 
(3) 由 (2) 的 证 明 可 知 , 可 将 同 题 推广 如 下 : 
设 >0, 其 余 条 件 如 上 , 则 有 arcosA+bcosB+e cosCS Ga + +e), 


(4) 考 虑 不 等 式 acosA + БсозВ. teeosC 忆 二 (a+6+ 中 等 号 成 立 的 条 件 以 及 由 排序 不 


等 式 知 acosA F bcosB + ccosCSacosB +bcosC+ccosA. 


与 之 类 似 , 我 们 可 以 构造 如 下 同 题 ， 
acosB--bcosC-FccosA = 3, (a+b + OH FETE RHE A ABC SSE = Ж. 


证 明 acosB+bcosC+ccosA= HES 


(X2sinAcosB-- 2sin BeosC+ 2sinCcosA = sinA + sinB-- sinC. 

€3sinA + sin B+ sinC— sinCA-F B) --sinCA— B) + sin B^ C) + sin(B—C) 
+ sin(C+ A) -sin(C— A) 

sint A— B) + С B~ C) + sin(C— A) =0 

B A os ССА 


cos C54) о 


HÀ. 
d 此 问题 容易 犯 取 ” 角形 的 错误 - 
(Dh AFD, XB. R A.E.D.B ЧА ЗЕ sj AI. ZBDF= ZCDE= A, $k 


a 


ZEDA- ZFDA= 5 A. 


FIM: /РЕВ— ZFEB- 5 -B.ZEFC- ZDFC- 5 —C. 


所 以 如 是 ADEF @ р ZEDF = x -2A.Z DEF —x - 2B. Z EFD— x — 2C. ik 
ADEF 的 外 接 圆 半径 为 Rs, 那 么 在 ADEF 中 ,由 正弦 定理 可 知 : 
EF асозА  2RsinAcosA 
ZA — 


al 
+B R^ +R. 
而 ADEF 的 外 接 圆 即 为 人 ABC 的 九 点 圆 ,这 样 我 们 就 证 明了 平面 几何 中 的 一 个 结 


三 角形 的 九 点 圆 半 径 为 其 外 接 贺 半径 的 一 半 . 
接着 考察 人 ADEF 的 面积 ,方面 ,由 面积 公式 可 知 ; Saoer = SSSA bcosB + ceosC， 
另 一 方面 ,Saner m Saa — 5, 


= Saane — cos AS; aue — cos! BS gase — cos CS anne 


= (1.—cos A — cos! B— cos’ C) Saas: = (1 cos! A — cos! B— cos 


HH R= ER AST 
这 样 可 以 构造 以 下 问题 ， 
在 AABC ф ‚ЖЕ «cos! A+ со B+ cos" C+ 2cosAcosBcosC= 1, 
或 在 AABC ф cos! A+ cos B+ + 2cosAcosBcosC— 
《6) 在 图 14 中 ,我 们 有 :BD=ceosB, BF — acosB. DH = BDcotC = ccotBcotC, HF = 
ВР + cotA = acosBcotÀ 
BD ceosB acosB 


sinC sinC 
ХНУ В.Р. НОРМА, В BC 为 直径 , 故 BC ОБ c, 0088, 


青 由 托 勒 密 定理 可 知 :BD，FH 二 BF。 DH= BC * DF, 


А+ соз' B+ cos! C 


2cosAcosBcosC. 


Вр ceosB + acosBcotA -+acosB * ссоВсо!С= Sh cosB, 


BD bî —acCcotA +cotC)sinB. 
这 样 可 构造 问题 ， 
在 AABC 中 ,求证 


CI) 在 图 1-14 4. Suae = Smasanr 


sinB .bc(cotA 十 cotC) 依 次 成 等 比 数列 . 


5навеень + Suasa < + EF * АН + 


„Ф 


abcos*A | cacos'C | becos’ B 


Ж AR sinAsinBsinCe TO j OO t eC 


со А соёС 
SinBsinC " sinCsinA * sinAsinB^ 1 
这 样 可 构造 问题 : 
a, oSA оС 
在 锐角 人 ABC 中 ,求证 :5inBsinC+ sinCsinA + sinAsinB2 1" 


(8) 在 图 1-14 H, 2 Sase + San) = BC * DF + sinz BDF-- BC * DE * sinzCDE 
— BC + DF + sinA + BC - DE + sinA = ВС + (DF + DE) * sinA < BC'sinA = a" sinA = 
AR! sin Ai 

FIBI 2C, м: Е Зале AR! sin? В,2(5 м» Si as CAR! sin C. 

WD 205, Sa +2 (балк 

=6 » 2R'sinAsinBsinC 

故 3sinAsinBsinCs:sin' А + sin B+ sin’ 

我 们 考察 不 等 式 的 另 一 面 : 

208, + Sic) = BC * (DF+ DE)sinA2(DF+ DE) sinA 

= (cosB "-ccosCY' sinA = R: (sin2 B+ sin2CY sinA. 

同 理 ,2(Sesoc + Saet ZR? (sin2C+ sin2A):sinB, 

2G, un + Saan ZR" Gin2A + sin2B)" sinC, 

amid. 

(sin2A 十 sin2B)?sinC 十 (sin2B 十 sin2C)zsin4 十 (sin2C 十 sin2A)zsinB 

< I2sinAsinBsinC. 

这 样 可 得 问题 : 

在 锐角 入 ABC 中 ,求证 : 

(sin2A + sin2 B): sinC-- (sin2B + sin2C)* sinA + (sin2C+sin2A)* sinB 

S12sinAsinBsinC: 

或 :在 锐角 人 ABC 中 ,求证 ， 


(sin2A-- sin2B): , Csin2B + sin2C)! , Csin2C--sin2A)* 
sinAsinB завис + sinCsinA Sl 


Ë 在 锐角 入 ABC Ф.Ж. Gin2B + эт СУ sinA + (sin2C+ sin2A)° sinB + (sin2A 
4+ sin2B) sinC« I2sinAsinBsinC, 

证 明 Csin2B--sin2C)' sinA — 457 CB-- Cocos! (B —C)sinA= 4sin' Acos’ (B~ С). 

同 理 ,(sin2C 十 sin2A)*sinB 一 4sin Beos’ (C7 А), 


e. 


这 是 一 个 平凡 的 不 等 式 . 


(sin2A-F sin2B sinC—4sin'Ccos СА — B), 

故 (sin2B 十 sin2C)zsinA 十 (sin2C 二 sin2A)*sinB 十 (sin2A 十 sin2B)zsinC 
= 4[sin" Acos’ (B—C) + sin" Beos? (C— A) + мїп?Ссоз* СА — ВУ], 

在 人 ABC 中 ,有 恒等式 : 

sin" Асоз(В— С) + п’ Bcos( C— A) + зи? Ccos(A— В) = 3sinAsinBsinC. 


ЖЗ: Esin Acos( B— C) зи! Аза В-- Cocos B— C) = sin! ACsin2B+ sin2C) 


1 


(1—cos2A) Gsin2B-- sin2C) =—[ (sin2B+ sin2C) — sin2Bcos2A — sin2Ccos2A ]. 


z: 
3 


МЯ sin? Beos( C— A) = LL Gin2C d sin2A) — sin2Ccos?B — sinZAcos2 В], 


sin'Ccos(A— B) = ir sin2A + sin2B) — sinZAcos2C— sin2 Всоз2С) 
Ë чп?  Acos( B— C) + sin" Bcos(C— А) + sin'CcosC A — B) 
= [2 GinzA + sin2B + sin2C) — Csin2Beos2A 十 sin2Acos2B) — (sin2Ceos2A + 


sin2Acos2C) — (sin2Ceos2B+ sin2Bcos2C) ] 


— L [2Csin2A + sin2B--sin2C) —sin(2A-F 2B) sin2(C+ A) —sin2(B+O)J 
= 3 GinZA-Fsin2B-sin2C) — 3sinAsinBsinC, 


АЙМ A B.C (0, EDI cos(A— В) «cos(B— C) «cos C7 A270. 

Ë sin Acos? (B— C) + sin" Beos’ (C— A)  sin'Ceos СА — B) 

sin Acos(B— C) + sin? Bcos(C — A) + хіп? Ссоз(А — B) 

=3sinAsinBsinC. 

综 上 可 知 :(sin2B + sin2C)'sinA + Csin2C + sin2A)* sinB-F (sin2À + sin2B)' sinC < 
12sinAsinBsinC. 

щй Û = Ae ñ ЖР — EARE {н LT tn ж p yg = AE S (BERE 

sin" Acos( B= C) + sin? Bcos(C— A) + sin Ccos( A — B) = 3sinAsinBsinC. 

那 就 是 得 容易 多 了 。 

例 4 如 图 1-15, 锐 角 人 入 ABC 的 外 接 加 的 圆心 为 ,半径 为 R,AO 交 人 入 BOC 的 外 接 
国 于 点 A,,BO 交 ACOA 的 外 接 加 于 点 B, .CO 交 人 AOB ВАА С, ,求证 : 

ОА, + OB, + OC 288". 

证 明 OLBLA CAEN S ZOBC- ZOAC| _, 

ZOCB= ZOBC 


„Ф 


ZOCB= Z0AC | 
ZA OC- МОС] 


SAMOCA ACOA = E = E OA. -5 
同 理 可 证 :0B = ос =. 

ж OA, + OB, ОС, = Буг ON OP 
= . OB | OG. >а. 


OB , OC. 


事实 上 ,对 于 AABC 内 任意 一 点 0 НОЯ * ON Op S МН ч Озен 


OM_, ON_，OP_ 1-06 ls 
AM "BN VCP у OP = += 
lzvyvzER'， 


ОА .OB 


НОА. Суол) бау) 
KUM ` ON 


туг 


Е T CHEESE 


МАМ r= y 7 B] O 3 A ABC 的 重 
时 重心 与 外 心 重合 ,此 时 和 ABC 为 正三 角形 . 
对 于 本 题 , 若 从 另 一 个 角度 考虑 ,在 人 OA'C H, /ОА,С= /ОВС = ZOCB= 7, — 


А. ZOCA = ZOCB+ /ВСА, =-А+=—2С= $a A 2C. 


2 


ОА, 


,cos(C—B) 
cos C 


cos(B 


_ cos(A—C» 
网 理 可 得 :0B, = SUR OC. 


Ф. 


cos(C—B) . cosCA—C) , cos B—A) 
这 样 A, + ОВ, + OC, = SA a P 


我 们 再 换 一 个 角度 :在 AAA,BC 中 , BACC = x — Z BOC = к — 2А, ZCBA, = 
ZA OC п АОС к — 2B. 
М, / ВСА, =x 一 2C, 由 正弦 定理 可 知 : 


MB 


QA, = AB: OC+A C: OB _ 


, sin2C+sin2B 
sin2A Y 


同 理 ,0B, = sin2C+sin24AR ， 


он. ос, = (Sin2A + sin2B) (sin2B+sin2C) (sin2C+ sin2A) 
REDA: > ОВ, "Ост sinZAsinZBsin2C 


从 上 面 的 分 析 中 我 们 可 以 得 出 一 个 漂亮 的 等 式 及 两 个 漂亮 的 不 等 式 , 在 锐角 人 ABC 
中 ,求证 : 


1) Gin2A 十 sin2B)Ksin2 有 B 十 sin2C)Csin2C 十 sin2A) 
sin2Asin2Bsin2C 


-cos(C 一 B)cos(A 一 C)eos(B 一 A) | 
cosAcosBcosC. 


(2) (Sin2A t sin2B) (sin2 B + sin2C) Csin2C + sin24) „ы, 
Sin2Asin2Bsin2C 


A 


cg) C= Вэсоз‹ 


cosAcosBcosC 
Ж 在 锐角 人 ABC 中 ,求证 : 
(1) 9C B) ,cos(A 一 C) 。 соВ—А) _ (sin2A-+sin2B)(sin2B- sin2O (sin2C t sin2A) ， 


z8. 


cosA cos соб sinZAsin?Bsin2C 
cos(C— B) , cosCA—C) , cos B— AD. 
(2 SA cosB cC 28. 
am 09026 В) _ 2cos(C—B)sinA _ 2cos(C— B)sin(C+B) _ sin2B + sin2C 
созд 2cosAsinA ZcosAsinA sinZA 
pig, tos AO ~ sin2C+sin2A cos(B А) L 


cos sinB ` созС 
cos(C— B) , cost A—C) , cos(B— A) 
BIRTH "cosh ° соб 
_ (sin2A + sin2 B) (sin2B+ sin2C) (sin2C+ sin2A) _ 
Sin2A + sin2 B+ sin2C 


„Ф 


s sin: УЗВ: НС 
(2) 方 法 1 由 (1) 可 知 ,cos(C 一 B) _sin2B+sinzC 2 /Sin2B SIC 


созд sin2A 2 sin2A 
созбА—С› С: SiR2A cos(B—A)..2 /sin2A + sin2B 
> 
HR cosB MB сб 7 мб C 
p омс © 
Bu TA 
>2 VSin2Bsin2C . 2 /SIn2Csin2À . 2 VSIDZASD2B _ 
sin2A sin2B sin2C 
方法 2 °°МС—В›__ cos(C— В) _ cosBeosC+ sinBsinC _ 1+ tanBtanC 
созд cos( BFC) —cosBcosC -sinBsinC  tanBtanC— 1^ 


同 理 ,cosCA 一 C) -1 十 tanCtanA ,cos(B 一 A) _ 1+ tanAtanB, 
` cos — tanCtanA—l' cosC ~ tsnAtanB- Y 


由 于 在 AABC 中 有 tanA+tanB-+tanC—tanAtanBtanC, 
1 H l 
ЕЕЕ ааваас * anCtanÁ 


*== 


TRAE 17 GanBranC 


原 不 等 式 等 价 于 :wy 


(x alo rt(rtyts)_ ауа) „2 VF FE) 


MELDE yF: yte 
1+® JG 1+1 дав 
у: Уоту "= 2 УСОВ 
"eS tr ri^ Tir 
z 


2 /G*yGtn:2v/Gtyt2:2/(toGtn. 
GF GEDY) 


这 样 我 们 就 证 明了 原 不 等 式 成 立 - 


«р. 


#5 如 图 1-16, 在 长 方 体 ABCDA, B.C D, 中 ,对 角 线 
AC, 与 底面 及 相 邻 两 侧面 所 成 的 角 分 别 为 =.B.y, 且 АА, = 
а,АВ=ь,Ар=с. 


(Jo i. y SHRM. 
a b 
OF мае, 
io PER T DURER FE 
TRU 
M зіпго sin sin у=1, 
СВТ ома УРЕ сод 一 Te созу МАТЕ, 
a FETE VEFE ter CREE ES 
并 且 VFFEHYEFaT+ r IE eC а Tatto, 


BK сова + созй + cos; 
这 样 可 构造 问题 : 
Е а В.У га едит у = 1, 求 证 ， 

cosa + cosg-- cosy 22/2 sina + хіп + siny) 

Ж ”从 证 明 的 过 程 中 我 们 可 以 给 出 一 个 隐 去 长 方 体 的 证 明 方式 . 


cosy VIS sin y Vain aF sin nerd, 


Z sina +sing+ siny). 


Siny+ sima د ر‎ siny 
م‎ ER „воза? . 
E № 


E sU ЭГ Ф. соха + созй+ созу2,/2Сзіпа + чт + sin). 
《4) 从 (3) 的 注 中 可 知 , 可 以 将 上 述 问 题 作 进 一 步 的 推广 , 设 a заз аз, 


H sina, + sin'a; 二 sina 十 … 十 sintac 一 1, 求 证 :cosal cose; + cosas + d cosa, 2 


+ + sina), 
Duine, 
WRL cose, = ГУ sin'a, > = (Cauchy 不 等 式 )， 
Mme 0. 


BE = УТ. Yin.‏ رر 


O dU EU > У. аи > а. Va FF > UB. 
& VE EC. Vea «Va E >25, 


„Ф 


T cota = УЕ 


scop = 
这 样 可 构造 问题 : 

已 知 ,a.B.Y 为 锐角 , 且 sina + sin' B+ sin'y = 1, 求 证 :cote + cotf * соту > 242, 
(6) 由 (5) 及 均值 不 等 式 可 得 问题 : 

已 知 =,B,7 为 锐角 , 且 sina + sin’ B+ sin' y = 1 ЖЕ cota + cotd + coty > 3/2. 
WR Е cota + cot8 + согу > 3 ешш сой cot = 3. VE VE = 347, 

CD 对 于 (5) ,我 们 也 可 给 出 一 个 隐 去 长 方 体 的 证 明 方式 ,当然 原形 还 是 构造 长 方 体 . 
证 明 由 cosy = ИТ sim y = sina + sin] > VZsinasinf. 

ME cosp > V/Zsinysina ‚сока > /2sinfsiny « 

L cosacosfcosy > VS © singsingsiny. 
0 cotacotfcoty > 242. 

将 之 推广 为 之 情形 , 则 有 

Ha. a, HIRM , sina, + sina, + 
cota, * cota; * ** * cota, > (п DÈ. 
事实 上 ,cos'a, = 1 — зіп sinta, + sina 十 … + sina + sinam + + sina, 


> (n= 1) Sinai sina, Sina, isin a 
i= 12,3 


Fsin'a, = 1, 求 证 : 


«вита, 


n. 
а [] cosa: = n= D+ ° ЦП = D+. Tsina,» 


w сом, > -Dt 

EI 一 步 利 用 均值 不 等 式 , 即 有 如 下 问题 ， 

Baas sa, HBM sin a, + sintas + === + sina, 一 1, 求 证 ,cote + cota, 十 … 十 
cota, = n + V T. 

《8) 结合 常见 不 等 式 


+< фае. 


Г. г 


Tate FF? 


这 样 也 可 以 构造 问题 ， 
BRL oy В.Н sinta + sin g+ sin? 


1 


KE tane + tan! чату > Pe 


可 以 求证 :sece + secB+ se y > 3. 
O FERMON HAR FR TE < eqe ES < 
1, 


Epok " 
" JEP ai sa; "a, > 0, 来 构造 一 个 稍稍 复杂 的 问题 . 


a a 
EAI RHF a vas. 


ча, 为 锐角 sin as + sina: + + sina, = 


a کے کے‎ (а) 


cose, ИГ sina, Mm и. Ут 


Уло > 


3 sina, _ 
м DL >- e = С 


> =D Stana.. 

" BAS. 1,2,… on HA, H sina + sinta; ++ + sina, 一 1, 求证 :coto 
+ cota: +- cota, > (n = D (tana, + tano; 十 … + tana). 

例 6 Schur 不 等 式 是 一 个 强 有 力 的 不 等 式 ,内 涵 丰 富 ,变化 多 样 ,如 果 将 某 些 元 素 三 
角 化 , 则 也 可 构造 出 精彩 的 问题 - 


Schur 不 等 式 :对 于 任意 正 实数 REM yz, IA 
a'(r— у)(х — ty Gi — 2G— т) + G- х)(Е— у) 0. 


E 


ЖАР, = LBE r(r—y)(r—z) + убу 9G —)  z( — xz — y) > 0. 
ВИЖ г НУ ei + 3zyz Z 25у уба + ت‎ ry’ + уг? +, 
ЖЕЎЕ r + y! + 2 + 6zyz > (z + y+ z) (zy + yz + zr). 


CD & AABC 中 ,我 们 有 tan Жап В + tan Жаап C + tan Cuan А = 1, 这 样 可 以 构 
造 不 等 式 
ап +u Ê лап? © + stan dun Bran С > tan A an 2 + an ©, 


(2) 当然 我 们 也 有 cotAcotB + cotBcotC + cotCcotA = 1, 可 构造 不 等 式 
cof A + cot B + со C + 6cotAcotlBcotC > cot + cotB + cotC, 
(3) R r= TMG ау) 


EI 
RIK x = sina, y = sinfez = siny, W 
aa! — y!) (zt — zt) = sina(sin'a — sin' p) (sia — sin y) 


ina (cos28 — созда) (cos2y — cos2a) 


= sinasin(a — sine + sin(a — )sin(a + 7). 

Bay — = - 2?) = sinpsin(8— y)sin(8+ y)sin(8—a)sin(8+ а) i 

e) = = sinysin(y —a)sin(y + a)sin(y— sind + В), 

ËK sinasin(a — B)sin(a — y)sinCa + f sinCa + у) + sinfsin(8— y)sin(8—a)sin(8+ 


WsinCB +a) + sinysin(y — a)sin(y — Dsin(y + e)sin(y +) > 0, 


Papye (0, $ ), 则 sine + 2) ,sin(B 十 7) «sinCy +a) > 0. 


可 得 问题 :对 于 a.8.Y € oP RE: 


sinasin(a — sina — y) + sinsing— ysin(g—a) | sinysin(y — e)sin(y — 
sing p sin Fa) sine ЕР 


最 后 以 两 个 竞赛 原 题 的 变换 构造 来 结束 这 一 部 分 - 

例 7 Eire ER у +? 二 1, 求 证: 
这 是 一 个 常见 的 不 等 式 ,证 明 也 比较 简单 

EM 1- = Мау - f RTT 


LE 


>A, 


= tan'y. 


问题 即 可 转化 为 :已 知 a, BY 为 锐角 ,sinra 十 sin8+siny 1 RUE : tana + зап? + 
EEA 

у. 
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1 1 1 
MS Ut fash.) = + + tb abe > 0 Bac =1, 
du ТЕ УЕ ИЕ" 05620 


求 常数 的 最 小 值 ,使 得 fash. < A PURSE. 
м 这 并 不 是 一 个 很 简单 的 问题 , ЖП ЖЯ А 的 最 小 值 为 2, 即 证 


ату > 


йхє m opc 1 р EN 
BF x < 1M, < iEn Ta 


+ 5) 83 abe 一 1, 所 以 c 


в У ur а b У 
ж#.?- (TF TFB) Ara Га 1-27 EFE 
а 4 us 2 ab 2 Va 
+ > — Wi > 
BR 1+2 1+2 +24) +25) (1 2ау + 26) 


— a 


ab 7 
4(2 + ab) Z (1 + 24) (1 + 25)63a +b < 7. 
VŽ + ab 2 
Tl а+ь ТАТАТ а о < O, b> T. > stat 
z 2 <1 
Ер det 
z 
£ t 


TT VIRA 


BM a = b= lcs 


lim flashe) = lim 


这 样 就 说 明了 一 2 为 最 小 取 值 . 
将 此 问题 推广 , 设 т\л, әх, > булу tantur. = 1(п Ze 3), Солано) = 
1 тыд сег дн.) Sy WÑ a= T 
ЕЕ TUER ЕЕ 则 满足 f(z, er, D 一 人 的 最 小 值 为 一 1 
事实 上 ,不 妨 设 и = т; 2 > r. W rra m EH 
| 


1 1 
+ = <2, 
УЕ Ла: УГ, 
“l. = 4,5 


1 
一 上 一 + 一 上 一 +… 十 <= L 
Ы ИЕ itin Л <" 


我 们 将 问题 性 虚 得 青 仔细 些 , 当 "= 1,2 时 它 将 如 何 ?这 时 间 题 比较 简单 , 当 = 1 
1 


时 ,由 于 xn = 1 


问题 就 转化 为 :给 定 正 整数 ", 求 最 小 正 数 1, 使 得 对 任意 4 € ophi = leans 


只 要 tanl) + tanë, + + = tand, = 2 , 88 созӣ, + cost: 十 … + cost, FEA. 


as 


这 是 2003 年 中 国 数学 奥林匹克 竞赛 (CMO) 的 第 6 Е. 
$1.42 变换 命题 的 题 设 与 结论 


在 对 原 命题 的 改造 中 ,对 题 设 与 结论 的 加 强 、 弱 化 ,特殊 化 等 手段 是 常用 方法 ,特别 
是 当 求解 某 问题 有 新 的 方法 出 现时 ,常常 可 以 由 此 产生 许多 新 命题 . 当然 考察 命题 的 四 
种 相关 命题 : 原 命题 、 逆 命题 , 否 命题 . 逆 否 命题 及 命题 的 充分 条 件 与 必要 条 件 部 是 产生 
新 命题 的 常用 方法 . 


я: HOM RE: 


E Sin48 ` sin96 


证 明 三 cotr 一 cot2+( 见 第 一 章 第 一 节 例 3 后 的 评注 )， 


mum 


2'.24 A8, 0 


xu ue = (cot1 2* — cot24*) + (cot24* — cot48*) + (cot48° — cot96*) = 


cosl2" | sinê; cosl2’cos6"+ sinl2’sin6’ __ cos" _ 
sin12* + cos6" sinl2'cos6" SinlZ'cos6" sinl2™ 


我 们 反 过 来 看 一 下 。 Tun E 
а алага 


Sinz” sinZz + тах + au 


新 命题 Gic. Dad 


1 
gis aus uas uir 


cot12* — cot96* = 


R x N. 
мот. 


一 cotz 一 cot2z， 
1E м 


= (our воз) + (сох вом) + (сох — сол) — cot сова, 


1 = 一 1 совх 
[e 


—cot&zestan $ = —cot8r 


e3cor(90* 4-7.) = сої8х+эйх = 90° + + 180* + k, kEZ 


r= HA ®4Є7. 

又 因为 rE (0,90"), 所 以 x= 12" si 36° 3R 60° 84°. 

这 样 ,我 们 就 完整 地 得 到 一 个 新 命题 ,并 且 比 原 命题 要 深刻 得 多 . 

例 2 已 知 rER, 求 证 :sinsz 十 cos'z+sinzz 一 2sin'z 十 cos'z. 这 是 同 角 三 角 函 数 恒 
等 变形 中 常见 的 一 个 问题 . 下 面 我 们 变换 这 个 命题 的 题 设 与 结论 来 构造 一 个 新 命题. 

令 fer) = sint z cos к — 2sin' х + эш? — сома, СРО, r€ В. 

我 们 考察 OD 的 积分 形式 ,为 了 更 有 利于 积分 ,两 边 同 乘 以 sinxcosz, 则 


„Ф 


Жау eer Jos o, Si [sinz + eosz + fdr = [си zeosz + cos! zsinz — 


eosr — соз? zsine + sin'zcosz)áz = [sin zdsinz + | — cos! zdeosz — 2 sin’ zasinz 


з асов [sin وی‎ — Sm کوک‎ sina costa 
+ оов xdcosz [sini тамал = Srt — эн ү сое 
к. 


ВЖЕ, ЖИ: 
@3 我们 在 第 一 章 第 一 节 例 3 中 的 (3) 与 (9) 建立 如 下 便 等 式 ， 


sinnz » sin(n + Dr, 


sinz + sinda 十 sin6z +e + sinne = 


cos2z + costz + созбл + + + cos2nr = Ë 


将 上 面 两 式 平方 后 相 加 得 ， 


sin nr _ sin'ar + sin (nt Dr, sin'nr » cost (n+ Dz _ 
sinn sina мп 


++ + sin2nr)! + Ссоз2л + costz + созбл + = + cos2nr)* 


= (sin2r 十 sin4z 十 sin6r 十 


一 Xe 2ы +2 > sin2kr » sin2r + Be 2hr +2 У) coshkr + cos2/r 


- S csin? zkr + cost "hen 
一 nm 十 2 У) cos — Da. 
НАИВНА FASE = „+2 Y cos — Юл. 


АНЕ WER aosan < k < 1< п) IET z € RGinz Z 0) 均 有 


(sin2kr sin2lx 十 cos2krcos2tr) 


Sat J ss ах. 


例 4 在 AABC 中 ,我 人 有 sinA 十 sioB+sinC = Acos сов Beos C i =a 
等 式 ,反之 又 会 如 何 呢 ? 


<. 


即 : 若 A.B.CE (0,2. B sinA + sinB + sinC = 4cos Acos Beos CRI A B,C ВГ 


* 2 
为 某 三 角形 的 三 内 角 ? 
i inC — 4cos A cos Beos С 
探索 sinA + sinB + sinC — 4cos 3eos cos + 
= b АТВ. Tr im B c A+B 
一 2sin z Cos gg + sinC — 2cos $ (< > + cos 3 
о. А-В, AFB с C AtB 
= 2 АВА Senes E (sin Ç оз £48) 
a pA tB ыбы Cros x Су — AB 
= 2cos [5° 2 sint% 2?] 20 [e С e ] 
= коз ABT CR  A+B+C-x 
4 4 
cos Esin ABT C ri, AHB+C я 
АВС, „АВ O A+B-Ctx ү Cu А+В-С+к 
ass A+ B+ . 28е АВ + cos Ẹsin 75) 
=o, 
只 需 证 明 Cx + cos Cain АВС 天 0 gg, 


1 


x ` 
1 >0 


ЕН 
А+В 


аб 
А+В-С+к 
+ 


7 > 0. sin 


cos ç > 0,cos 


A-B „А+В-С+х C. A+B-C+x 
gos i + cos мп i 
4.34 А,В,С € (0.0 BEBE; 2 th o] RE 

A.B.C€ (0.л)],— 


>o. 


所 以 cos 


ARER C = max{A,B,C), 即 可 满足 上 式 ,而 这 也 是 可 以 满足 的 . 事实 上 ,命题 


关于 A.B.,C 完全 对 称 , 故 可 不 妨 设 A < B < C. 
57 а 


Ажан. апана. 
命题 1 已 知 A.B.CE (0. E ,满足 sina 二 sinB 二 sinC = teos Acos Beos C 
EA BC 是 某 三 角形 的 三 内 角 - 

命题 2 已 知 A,B,CE Om) ,满足 sinA 十 sinB 十 sinC=4cos соз P cos C RIE: 
А,В,С 是 某 三 角形 的 三 内 角 . 
例 5 在 锐角 人 ABC 中 ,由 于 A+B> 子 


-2 <<. 
EO BEAT. 
ЗА sinA>sin — B) =cosB. 


FIR sin B2 cosC ,sinC> cosA. 
累加 可 得 ,sinA 十 sinB 十 sinC>cosA 十 cosB 十 coxC. 
这 是 我 们 常见 的 一 个 命题 ,证 明 方 式 大 多 采用 上 述 构造 方式 . MERNIK AHE 
证 明 , 又 将 如 何 呢 ? 
sinA + sinB + sinC— cosA —cosB—cosC 
= (sinA + sinB) — (созА +cosB) + (sinC—cosC) 
Е Boos A ; A i B 


一 2sin В aeos 


А-В. ола Cuin C P С 
cos АВ + 2sin Sein $ dcos! 1 


=1 +2 АВ Ва 


os A&P aco (sin с. cos $) 


entes 55 B (cos Са §)+t2cor Ç (sin Z os $) 


1+2(sin $—« E) (cos $- 478) 


онан E-E) + coss AHCB, in ВСТА 
=1+2 sin (7 1) (72)sin 220% + 


— ta Esn( Са 


AXC-B, B*C-A 
E c S 


НРА, В.С (0,7). 0< 


1 
Ë  sinA+sin B+ sinC—cosA—cosB—cosC>1>0. 

从 证 明 的 过 程 中 ,我 们 得 到 了 一 个 新 问题 : 

在 锐角 AABC 中 ,求证 :sinA 十 sinB 十 sinC>1 十 cosA 十 cosB 十 cosC、 


a 


Ие бронь АС Вола ВРО 


这 比 原 来 的 问题 强 多 了 - 
进一步 ,由 于 cosA+cosB+cosCE (1.33 ,我 们 可 得 : 
ИЯ АВС P RUE: sinA + sin B+ sinC>2. 

KREMER T E AF BT 


最 佳 常数 ， 
怎样 证 明 呢 ? 当然 可 以 采用 构造 的 方法 ,也 可 用 其 他 方式 . 


方法 1 ийиш y= SP arco ЕАМ IER S 1.1 中 例 4 
方法 2 《调整 法 ) 令 /(4,B,C)==sinA 十 sinB 十 sinC, 下 面 证 明 : 
FUA BO £05 AF B— 


ssinA + sinB--sinC-«2, BA 2 是 


‚©<усу,у,0%=2. 


NO E CA B. CC АТВ р C)essinA + sinB<sin 7 sinCA--B— 5 


2 2 2 
өгө Aes А Biss ABS ATB к, 
ерла. БА, D ب چ م‎ Ag? АВВ о 


B 


= ALE). (к. В) 4-х si 
еа + sint E Фо Сове f — Esin 


®у>о, 
io 


A_x Box 
故 м Do sing 000. 
i Ая Box, 
这 样 sin — D ° sing poA BO ,А+В- Ж.О), 


М А+В Т.Е, ЖЕНИ. 
z жск, 
РАВО 0), 


z -L fJ) 
故 ALBO АВ OG у ,0)=2. 


方法 3 HFZ ME sin А+ sin’ B+ sin" C= 2+ 2соАсояВсозС. 

因为 sinA.sinB.sinC€ (0,1), 所 以 sinA+sinB+sinC>sin A+ sin’ B+ sin" C= 
2+2cosAcosBeosC>2. 

问题 义 出 来 了 ,在 锐角 AAABC P sin A+ sin" B+ sin"C 与 1 二 cosA 十 cosB 十 cosC W 


„ 


| AKR? 
MCA, B.C) CI (5 OB sin? A+sin? B+ sin C-=2, 1-+-cosA +cosB--cosC—2, 


-- Cr LORI ai 
MIL BO C ата 


我 们 猜测 ,在 锐角 入 ABC tP ‚ут? A+ sin! B + кіп? C<] +cosA + созВ+ созС. 
ЖОЖ Е sin’ A+ sin? B+ зіп C« + созА + cosB-- cosC. 
#1 FeosA + cosB-F cosC-- cos! А+ cos! B+ с05*С>3 


- sinî B- sir C ‚14+ совА+ созВ+-совС=-®. 


сэсолА+ созВ+ eosC+ H+ pA + Lt еоз?В ү 1+ соа?С., 


©з2(созА + сояВ + cosC) + сол2А + cos2B + cos2C7»1 
> (cosA + созВ + совС—1) + (cosA + созВ+ созС+ cos2A +cos2B+cos2C)>0, 


由 于 созА+-уСсоз2В+ cos2C) = созА + созВ+СэсовСВ— C) 


=cosA[1— соз(В—С›]>0. 
FIM cos T (соз?С+соз2А):>0,созС+-у(соз2А +cos2B)>>0, 


Ж cosA+cosB+cosC+cos2A + cos2B-- cos2C7»0 , 

而 cosA+cosB+cosC>1, 

这 样 чп’ A+ sin B+ sin! C<1+cosA+cosB+cosC. 

通过 上 面 榨 索 ,证明 ,我 们 可 以 得 到 一 个 较 强 的 不 等 式 链 ， 

在 锐角 人 ABC 中 ,求证 :sinA 十 sinB 十 sinC> 1 + cosA + cosB + cosC> sin! А + sin? B 
4" C2. 

ЖІ 在 这 个 例子 当中 我 们 需要 注意 ,不 要 忽视 或 者 经 视 一 些 看 似 策 抽 的 做 法 ,这 往 
往 是 最 接近 本 质 的 想法 ,大 有 "大 抽 即 巧 ,大 亚 即 各 "的 味道 . 

#2 对 于 不 等 式 sinA 十 sinB 十 sinC>2, 我 们 再 给 出 一 个 几何 做 法 . 

设 和 ABC 的 三 边 为 .bc 外接 国 半径 为 尺 , 则 由 正弦 定理 < 


求证 的 不 等 式 可 转化 为 a 十 b 十 c>4R. Е \ 
作出 AABC ARARE. ХУ a 一 BC 为 最 大 边 ,平移 А C 

AABC В ЖЕЕ Ж AA B.C, 及 其 外 接 图 ,使 B, 重合 于 C, 

C, 在 BC 的 车 长 线 上 ,如 图 1-17 RR. ER НИЯ - ЖАЯ mia 


D, į Z BDC— ACIDC, 且 BC- CC, & DB=DC,,DC ВС, . 
DB 和 DC, 23! X SEU E G. 再 由 AAABC 为 锐角 三 角形 可 知 D EDN à ABCA, 
й. РЯ АВЛА FAC >DB+DC, „Я a+b+c>4R. 


$. 


三 角 函 数 问题 的 求解 


$2.1 三 角 恒 等 关 系 (一 ) 


这 一 节 我 们 主要 讨论 三 角 恒 等 式 的 变形 方法 与 技巧 ,包括 三 角 恒 等 式 的 证 明 , 条 件 
恒等式 的 证 明 ,化 简 、 求 值 问题 等 . 在 解决 问题 的 过 程 中 我 们 时 刻 要 注意 三 大 变 1 度 
变化 ,结构 变化 ,三 角 丙 数 名 称 的 变化 . 这 是 一 把 打开 解决 问题 之 门 的 金 钥匙 . 另外 ,二 角 
形 内 三 角 桓 等 式 .内 容 丰富 ,方法 .技巧 一 致 ,我 们 将 在 三 角 恒 等 关系 (二 ) 中 单独 介绍 


wi TIC EA 
sina sin 

Я MOMAR да Bat Ва р 四 种 角 , 一 种 比较 好 的 联系 方式 是 2a 十 B= (a + 
肥 +aoh 一 (a+ 冯 一 a, 形 式 比较 对 称 :从 "结构 "看 , 通 分 应 该 是 明智 的 选择 :从 "名 称 "看 为 


正 、 余 弦 形 式 . 比 较 基 本 ,证 明 方 式 用 综合 法 与 分 析 法 均 可 ， 


ua eH оар t 
sina na 
_ sinla+ +p] — 2cos(a-t D * зто sina 0-а] 
sinacosta +8) + cosasinta +B) — 2cos(a 8) sina — sin(a В) соча + costa + В sina 
sina 
ze, 
gig SCR 0) осно + ду = Sin 
З sina е ^ sina’ 


| sina. Е sing siny 
例 2 REL C sina нони) + sinty—a)sinty—8 


分 析 这 是 一 个 轮换 对 称 恒等式 ,我 们 可 以 采用 “各 个 击破 "的 方式 试 一 试 - 
sina š sinasin(y — 8) 

bid Sin(a—B)sin(a—)) sina 8) іпба ysin y- № 

costa g- y) 


IB. igo sim). sinp- asin A- sina 2" 
siny _ созу а) — cosQy -a t o 
sin asin)  2sin(y —a)sinCy— fsin(g—a) " 
三 式 相 加 , 即 有 sina + Ine mr 


na psina y) + sn(8—a)sin(8— y) * 


例 3 ЖИЙ сот10° —4с0510°. 
分 析 ”化 为 特殊 角 的 三 角 函 数 求 值 . 


соз10° 
10° 


Sin siny 


解法 cotl0*— 4cos10*— 4с0з10" 


sin80°— 2sin20" _ (sin80° — sin20*) —sin20* _ 2cos50" + sin30' — sin20° 
sinio 51110 sinlo* 
_ sin40” — sin20° _ 2cox30"sin10" _ yg, 
sin10° sinto” d 


2+ singo" —2sin20* 


解法 со110° — 4cosl0" 一 2sin20 一 


sinl" sinio 
_ 2sin80" - cos60"— 2sin20° _ sin140° + sin20° — 2sin20' 
sinlo sinlo' 
一 2cos80"sin60" _ 


sinlo 


80° — 2541207 _ sin8O' 
sinlo' 


一 sin80" 一 2(sin80"cos60* 一 cos80"sin60") _ 2cos80"sin60’ _ у. 
sin10" sinlo* i 


解法 4 构造 直角 三 角形 求解 
如 图 2-1 (EE A DBC oh ZC 为 直角 ,CB 一 上 AB 一 1, De Y". 


解法 3 со10°—4соз10' 


AD 


2 м AD 一 2sin20 


在 AABD ФЕ ШЕРИ, 


在 RtABCD 中 ,CD=eotlo，. 


$. 


4соз10". 


sinl 


由 于 AC= V2 一 I™ 
故 со‹10°—4соз10°—/3. 

例 4 Ж{Йй:(1)зїп187,(2)зїп18°зїп54°,(30з1п36°зїп727. 
М 〈1) 令 :一 sin18 M о<г<1, 

由 于 sin54" 一 cos36", 即 3sin18" — 4sin 18—1—2sin 18", 
所 以 4 一 22 一 3t 十 1=0, 即 (一 1)(42 十 24 一 1) 


REA O<, RA 


sin144° 
4cos36 


《2)sin18"sin5， 


заб МТ + cos36"cos72”"= cos36", 


а 47 sin36°sin72° — сов36“с0572' = — cos108* = cos72* . 


BE ux p 


《Deos72 


T 
《3) 方 法 1( 利 用 (1) 的 结论 ), sin36° sin72* = 2sin18° 0818" cos18* 


mol 
2sinl8' C1 — 


16 


Жы 


由 (4) 可 知 : 


Н doo 2 
(5)cos 5 cos S 
«сов g = ШУ, 


$7 47 
95 求 值 (1)sinl”sin3?sin5"…sin87°sin89*; 
GDsinV'sin2^ sin" -«sin88'sing9*, 
ман: 
у= sinZ'sin4^sin6"--sinB8'sin90" 
MJ + y m sinl'sin2'sin3*--sin87^sinB8"sinB9"sin90* 

sin]* » 510897) » sin2* + sin88")=—- (sin44° * sin46) + sin45° 


sinl'sin3"sinS"«sinB7'sin89* 


= (sinl°cos1") + Csin2'cos2^) « sind4"cos44*) » sin45° 
1 


у? 
B 


in2^ sinl" sin" ---sin88* + 5 


.sin89" 一 


又 因为 y 天 0, 所 以 一 落 , 即 sinl'sin3"sin5 


《2) 不 断 利 用 sini 
sinIsinZ'sing 


»- 
AxinBsin(60* — 9) sinC60* +6) ERD fft. 
sin89 一 (sinl"sin5g"sin61") + Csin2"sinS8'sin62*)  Csin29" + sin31" 


3 


sin89°) + sin30*sing0" = у, 


sin3^sin57'sin63*) ，(sin6"sin54" 


їп60°— desino" sinl8'sin2T'«»sin72* + sin81°, 


(sinS* sin81*) + (sinl8' 


sin72°) + (sin27° + 


42 


Y! YT» (sin18°sin54) * Csin36*sin72*) 


Y «2 V15( 这 是 利用 了 上 例 的 结论 ). 


MEO sinl'sin2'sin3'---sin88'sin89* 


ly в =, 


№ 由 (1).(2) 的 求解 过 程 中 可 知 :sin2"sin4"sin6” n&t sinon ЗУ, 
Е oe 584... cost 155. 
例 6 Ros jg cos! Tg сок 16 十 … 十 cos' Че 


$. 


dress E bua i ТЫ, 
Mb i r=cos' со Tg eos 16 十 


sin! X (3m a ŠR sint TE 
y=sin' + sin" Desin FE + sint E 


Е PE GE 5х 5л 
— = (cos! E —sin* E) + (cos ЗК — sint 3) + (cos! 5 — ig? 9X 
M z—y= (cos ig 19) + os 18 16) toy fg sin IP 


— cos P3 cos 2 cos d 
соз 13 + соз 13 соз 13+ 


38 o З ЕМІ 
13 7 0% 13 4 7 
ЖІ GLHeESUVNXTS ЕЖЕ, 3 2 3 EIN Ж. 


зк =) 


Ш cos jj соя 


+eos 这 


13 13 13 


at ii ше E teos 


is 13 13°%* 13 139% 13 


一 cow Ë+ eos {+ eos үй +2соз focos ЗА соя Ecos ЭХ -+2cos Meos УБ 


xd 224.1 (1 cos E) + русов 18 4 cos 44 cos A + con 128 
"үне 13 $ (1+0 yz cos ) + cos 13 ter dte 13 
H 


j+ 
$ ол Зо Пя 
teos fa teos TF сов 1372 2(9 191591) 


EE: = 


13 713 13 


хаж a0. ми = LETS, 


注 2 关于 构造 方程 来 水 值 , 我 们 在 $1. 3. 2 中 有 较 多 的 论述, 但 在 实际 运用 中 ,有 
时 并 不 简单 。 

例 8 来 cos Ecos сое Dto 

分 析 本题 次 数 太 高 ,处 理 有 难度 ,从 次 数 低 的 做 起 . 


$. 


zı Tr ti =cos A n 
+. os чү Heos Чу + cos у 


эра DS 
xiz тулу + жулу = cos 2 соз ЗА соз 


从 而 ,eos: + lobe сз афа X3 


% 
аа LG nn nn pO tn Жау) д, 
š » : GC Жаза, 

= -349 

хех +s 


32 

下 面 我 们 来 讨论 一 些 条 件 便 等 式 的 证 明 ,变形 过 程 仍 注重 * 角 "的 变化 “名 "的 变化 
及 “结构 "的 变化 . 

例 9 已 知 sina 二 Asin(a 十 8),1A| 之 1, 求 证 :tan(a 二 月 A 

分 析 ЖИ” оо ВН" Я" В.о e {ЕЖЕ Ж a= (а НР — АЗИЯ 


Ф 


“名 称 "与 结构 ,条 件 为 * 整 式 "情形 ,结论 为 "分 式 " 形 , 这 与 “名 称 "转化 为 正切 互相 匹 
к. 
证 明 Asin(a-+ = sina sin[ Са +) — 8) = sina-- f) cos cosa f) sing. 
即 Ccosg— A)sina--) — cos(a- BD * sing. 
ВТА [221,4 cosg— А<0, 
Я tane = 8, 
d£ “角度 "的 变化 规律 对 于 快捷 、 准 确 地 解决 这 类 问题 至 关 重 要 . 
соза sina, кү. , (938 sind, /cos8 4 sing рү. 

例 10 已 知 Co t sing RUE: (cose sina) (cosa t+ sina 1) 76 
证 明 ОЭ sin'a+costa=1 及 sin*B 十 cos*8=1, 分 别 代 入 已 知 条 件 ,可 得 : 
cos'a— cosg _ sin" F— sin'a p cosa соў'асозй sin osing— sin*a 

cos sing cosp sing ° 
Mist jpg os oc cosocon cost 8_ sin'a sh 


cosa si 


m 1+ E (E) Е 


сока [cosa sina (sina 


a (8y (SÎRÊ ssf si o 
(Ssa) — (sma) cosa sina °" 
Иса Сын; 


E 将 "1” 改 写 使 得 式 于 为 齐 次 形式 ,对 证 明 十 分 有 利 。 

例 11 CA rco- ysinf-7 a «x —asin0)! + (y~ asin)? =a! RE зл +y’ # 2a, 
分 析 意图 很 明显 ,消去 0. 

证 明 Hi (z—asinê)* + y aco? =a’ RI 

at y! — Za Grsind усоз@) =0- D 

又 (zasing) + (¬ acos) = Grcosó— ysin)? , 

Вр Grsinf-- усоз0—а)' =0. 

Hk rsinó-- ycosó 
RADR r+ 
W rty =a. 


—2a =0, 


sinr+siny=2a 
LIU ener b RE sao ac) m c(a! +B). 


tanz 十 tan 


分 析 BETY 


a. 


而 4(@ +07) = (sinr + siny)? + Ccosz-- cosy)! —24- 2(cosze 
=2+2cos(x—y) 


sy 十 sinrsiny) 


故 cos(r—y)=2(a Fb ) - 1. 
s _ sinzcosy + sinycosz _ зіпб у) _ sinCr у) 
Жеш шу; 2созлсозу Zcosscosy оноруу +eostz=sy 
2ab 
S 2ab 
т-р Ir 
DE аво Pow TT 


即 афса) m cC +), 


msina nsin: 


注 对 于 条 件 式 ,通常 采用 平方 和 求 cos(r—y), ж m= n. R| X. 


|mcosz+ncosy=q 
可 用 和 差 化 积 求 tan 22 


tanta) pir tanî y tang * tang. 


тапа 


例 13 еш 


ЕЙ sin'y—sina- Ге 2 inte sinacos(o— f) = cosesin(a =8) 


тапа sinacos(a— f) 


所 以 tary 


= tana + 


сока 8) 


tang. 
例 14 EH cosa = tang, соҳа = tany, cosy — tana, Wi sina = sin’ = sin? y = costa = 

сов g= cos! y=4sin* 18°. 
证 明 $ r=cosa,y 


zy = tanpe cos A 


-P 


yz! = tant ycos y= sin y 


* sin18°, 


所 以 sina sin'gsin y= = (EP) ssiri. 


E 利用 三 角 公式 将 三 角 恒 等 式 的 证 明 转 化 为 代数 方程 来 解 ,有 利于 从 复杂 的 公式 
变形 中 抓 住 代数 本 质 ,， К 
例 15 cp 


um sin 


MEOS u 51, Ru vl, 


ami ^| 


РЕТИ 
证 明 2 шї + 

Зи  cosrQQsin'r ے‎ соз®л _ ماھ‎ e + _ 
инш 一 6 WU. TUR To ath Inte ÉL. 
所 以 sin 9 ees! m 0 LA BIST. 


注 证 明 2 中 我 们 利用 不 等 式 的 方式 来 证 明 等 式 ,有 对 是 近 不 得 已 ,有 时 是 出 奇 制 
в. 

#16 求证 :对 于 任意 аЄ Coo, +оо), [2cos'a--acose +b] <1 成 立 的 充 要 条 件 是 
3cos'a--acosa--b— costa. 


e. 


EM 充分 2cos'a-Facosa +b= соз2а 时 ,显然 有 |2cos'a 十 acosa + b|<1. 
必要 性 :车 |2cos*a 二 acose + b| <1 对 于 任意 a€ (oo, Foo), 

CD >в, 

2соз'а асока 6 2cos'a— 1 +acosa+ (b+ 1), 

HF 68-1290 0 a fk acosa |а| 8 
I2cos'a-Facosa--6| =1+ la] - G1 
[TM 

4 cosa —0, M | 2cos'a--acosa--b| = |b| >1,ЖЖ. 
由 (1),(2) 可 知 
SUR a, fk acosa 
| 2cos'a--acosa + b| = 
这 样 2cos*a 十 acosa +b. 


例 17 EARM a, û WE sina + sin? f 


证 明 1 sina + sin’ f= sinacos@-+ cosasinf. 
sinal sina — cos) = — sing sing— cosa) «(D 
sina sino — sin C90" — 9) ]--sinf sing — sin(90* о] 0 


+lal221,3 38. 


+|а121,Җ|а!=0, a—0. 


2cos'a — 1 = созда. 


n(G-- B ,求证 :a 二 B= 


sinc (7Ê 2 x yis (EF око: ("+ HE sin (26)=0 
min (Ê ео т ire 
Ж а> 


所 以 cos( 


3 "Ë 


所 以 sin( 


№ a+8= 
证 明 2 HIDA, sina cosg У cosa — sing 同 号 或 同 为 0. 
Ж 5іпа2>соҳ H. cose>sin8, 则 1= 
# sina cos Н cosa< sing, W 1 一 


ЖЖ соза sing Н sina cos. XN a BE (07 


sin'a-- cos ac cos! f+ si 


& ет. 


№ Жйй—зїт'а-гсоза=1=41/]. 


充分 性 : 

方法 1: 由 Cauchy 不 等 式 知 
sin'a | сома (sin'a + cos 

cosg sing” cog Tsing 


sina _ costa 


当 且 仅 当 


№ sin'asinî f~ cos'acos 870, 
即 Ccosacosg— sinasing) (cosacosp+ sinasing) = 0, 
WD созба В) созба -p =0 时 等 号 威 立 . 


又 因为 .BE 0,2048 5 а B3 


о<а Bn ВИД a+ = 


方法 nins t eos gz2sin'a, 


Оба икона, 
sin "M in $2 2cos^a. 


sin'a | costa. 
IL rg 


si [7 9g L qg. 
cos'o— sin" f 

注 下 面 给 出 与 比 类似 的 一 些 推广 问题 

引申 1 Emo PEO. DM org TMRAN: 


С] 
qnum. 
下 证 充分 性 ， 
gri i"a Ose sinta ;cosa __ (sira teos'a L 1 „|, 
cos + sing  cosfsina ^ sinfkose > (cosfeina + sinaosa) — sin(a FA) 
sina _ cos'a 
yanye Sinos ш а+р= ии" 
mx 


$. 


созӣ cof + 99 23 cosp ` cosp 
Ма sing ГМ" 3cos as 
cos! 


sing 


方法 2: 


соз 8 3sin'a, i 


两 式 相 加 即 有 : 


E] 


ЕСЕ 9 «+= Tk" =”. 
со: " 
Май Tsing 


引申 2 Ela PE O. PDN а зА: 


下 证 充分 性 :+ 
Jk 1: GS k=2m,m€ NT M. 


sin" a "я> 
sin + cos A+ cost + соз т D * 
cogeg СОРА сонр" eor 

+ 


= (m+ sina, 


cos" a 
sinp 


+ sin dn sini g+ n sin Eon) + 


това, 


Wist im t 


мавч ана н" 


GD k=2m-—l,m€N` 时， 


„Ф 


+ созда + +=: созбыта (+ sina (Ars: Gs: 


cosasing>(k+ Deos'a (Ar: 20,0), 


POI 

两 式 相 加 得 

sina | cos ‘a = z 
сор >+ sina +D Sl. 


MB crgo 各 时 取 "一 


引申 3 Gage O P ЖЕ ар Teen з х 


cos f 
必要 性 显然 . 

下 证 充分 性 ， 

方法 1; 仿 sina as co Bobo bE (0,1), 

1245 e OC cg a) ага +5 


ева) — (Bb — a) (H ab) — 0e 6 —a) (а? Fab b —26—a) =0 
因为 a.bE (0,1). a>aî Б> b>ab, 

因为 a* 十 ab 十 所 一 2b 一 
dC b—a B sin a m cos В, 


ВЦ a+ 8= 3 


in _ اھا ےر‎ si 


cosg cosa — соз В cosa 


_ sin'a— cos'g ү зіп зіп g— сока), 
cos cosa 


方法 2:0 — (cos! 8+ sin" $) 


Ф 


BM a BE (0, BEL ВЕ (0.2). 


# 0067-00 


Ж —8у= sing» 0. BELL cos a> sinî В 


cos cos C7 — 8) = sing» 0. BELL cost > sin'a. 

DREN FM. 

FIBI сат pec RIDGE 0 FM. 

如 方法 2 ,直接 可 将 结论 拓展 到 : 

iu pL В B= 1.40, 

E s 

方法 2 能 否 解决 例 18 的 充分 性 呢 ? 

a(sin'a— cos) | cos'acos'a— sin) _ o, 
ug . 


cos 


IN a pE (OO n ,车 age mM Oa e FRF аак. 
3 Osca ge 


Bi сова sin g>0 cnin ae cos f. 

RR RAZR BOT REKE HIE. ANOTAR GT E UE ЗОН Т, 

I8 RIT ACIE AC DC FE SERERE ЈН Ie TR oS 
读者 可 以 结合 第 “ 章 及 下 节 来 细 细 体会 恒 等 变 形 的 出 发 点 和 突破 口 , 这 对 你 的 解 题 能 力 
的 提高 大 有 神 益 . 


则 cosa>sing>0,0< sina < cos, 


82.2. 三 角 恒 等 关 系 ( 二 ) 


这 一 节 我 们 介绍 三 角形 内 的 常见 恒 等 关 系 . 这 是 三 角形 中 的 一 些 基本 的 数量 关系 ， 
从 各 个 方面 侯 曾 三 角形 中 的 种 种 不 变量 . 牢 因 掌 扣 这 些 便 等 关系 ,将 更 有 益 于 我 们 看 出 
问题 的 本 质 ,发 现 问题 的 源泉 . 在 后 面 的 章节 也 可 以 得 到 进一步 的 印证 . 

$2.2.1 基本 恒等式 


1. A- BF Cos. H А.В,СЄ(0,я). 
这 是 三 角形 的 一 个 最 基本 的 恒 等 关 系 ,在 恒等式 的 变形 中 将 不 断 地 被 利用 . 对 于 А, 
B.CE (0,rx) 在 已 知 三 角形 形状 的 前 提 下 ,可 进一步 限定 : 当 AABC 为 锐角 三 角形 时 ,A、 


_— 


В.СЕ (0, 22:8 A ABC 为 直角 三 角形 时 ,4、B、C 中 恰好 有 一 个 角 为 直角 ; 3 AABC 为 
钝 角 三 角形 时 ,A、B.C 中 恰好 有 一 个 角 为 钝 角 . 


сы 


3. ЖЖ. се = a! +b — 2abcosC b = c! + а* — 2cacosB ,a" =b +e — 26есозА. 
4, 射影 定理 


cosC + ceosB.b™ceosA+acosC.c™ acosB + heosA. 


证 明 正弦 定理 一 射影 定理 
a 2RsinA = 2RsinC B+C) = 2RCsinBcosC-- cosBsinC) = bcosC+ ccosB. 
射影 定理 一 正弦 定理 
аі =a(bcosC + ccosB) —b(acosC+ cosA) = (acosB—bcosA)c 
= (acosB —bcosA)(acosB--bcosA) = а? соз? B—b cos A 


(1= cos A) ta! sin! В sin Аез = 22. 


SimA зав’ 
余弦 定 理 一 射影 定理 
a! =h c — tbecosA s 


tsa" (1— cos! B) = 


bî ma! c — DaccosBs 

两 式 相 加 得 :2c = 2becosA + 2accosB 

即 c—5cosA + асозВ. 

射影 定理 > 余弦 定理 

a! = — è =а(всозС+ ссояВ) — (есозА +асозС) —c(acosB+bcosA) 
2весозА, 

+ — BbecosA. 


B+C 
2 cta. 


m 


1. 模 尔 外 德 公式 :4 


sin 5 


2 


EOHAARAXTERIZabcAIAAABSCOATREEABKMIAN 
AEEA. 
8. 面积 公式 


bsinC = hE — 


da (a FB 


ат Сав с) фа вс аъ) = pip alp bp cY 

a b te 
AGotA T cotB сосу" 

d 三 角形 的 面积 公式 还 有 许多 ,我 们 只 列 出 其 中 的 一 小 部 分 ,主要 使 读者 了 解 三 
角形 的 面积 是 联系 许多 便 等 关系 的 纽带 . 

9， 几 个 常用 长 度 的 计算 方法 : 


= pian Aun Dun $- Rr(sinA+ sinB+ sinC) = 


L, ет. An HE. 
snp FFF neon = ДЕ. «| 
ЖІ SAABCHIGERGDEGS Suc 的 面积 随 之 固定 . 这 样 ,RRr.h。 也 国定 下 


ms. 
i3 下 面 运用 两 种 方法 证 


1 =laB. ALAC. AT. sin А 
опа LAB + ATsin Z+ ТАС - AT， sin 2 


de 
| SAT 26 


A 


方法 2: 如 图 2-3， „давс 的 内 角 平 分 线 AT WEN EAD 的 


外 接 贺 于 M ,连接 ВМ. 


MT BM BM 
BXABMTCOAAMB, BST АМ ATTMT` 
МЫ BM: =MT + АТ+МТ = ВТ +. TC-MT* , 
再 利用 MT - лт-вт. TC, MT = ГТС, 
вт. те BI T Tes 
ж вм токате, 
又 因为 ABMTeoAACT, 所 以 有 = 号 ,所 以 BM = 


BT TC 


вт, тс+ЁТ 


=AB(Ac:— 
тс) =яс(АС 


€ 
GO 


Abc 


a= 


MM 2-4 BC- BD-- Сето $ + 


sla 


$2.22 三 角形 中 常见 恒等式 


T 


A 
Scos 


2 


in At Bo. 

z cos 

A+B 
2 


1. sinA + sinB--sinC— 405 соз 


В, 
2 


EM ”等 式 左边 А-В 


LX 


-Fsin(B--A) 


А 


A+B, 
cos 


B 
+2sin 47 


2sin 


cos 


AC 


€ (p - ری‎ «at 
gU TG - 1 


A+B 


2 


_ AtB 
=2sin =y (=> + 
2sin +В. 2соз Ао, 
> 2 
2. sin2A + sin2B+ sin2C— 4sinAsinBsinC, 
s —A4cos Š Acos Š Beos 3. 
3. МАЗА sin3B+ sin3C——4cos S Acos 3 Beos $C. 
4. sin4A+ sintB+sintC= — sin2Asin2Bsin2C, 
š Au B. € 
5. созА + созВ+ cosC=1+4sin Asin sin С. 
ЖИ “等 式 左边 一 2cos АВ АВ ese 
cos 4+8, ALB —2соё АТВ 
一 1+2cos 
一 1+2cos 


"E Asin Аа B 


2 


6. cos2A+ cos2 В cos2C: 


— 4созАсозВсозС. 


7. cos3A + сол3В+-соа3С=1—4зп Asin 3 Вып 


В. cos4 A -- cosi B. Feos4C 一 一 1 一 4cos2Ac 
9. tanA + tan B+ tan€= tanAtanBtanC 


2Bcos2C, 


РА ру tanA 十 tanB 
证 明 tanC= ~ tan(A + B) = аав т 
&k tanAtanBtanC— tanC— tanA + tanB, 


这 样 ,tanA + tanB+ tanC— tanAtanBtanC. 
10. cotA + cotB+ cotB * cotC--cotC * cotA=1. 


Cun tan £ 


11 Suo Bua Ban 


2 2 22 
А+ сок Вии С си Ас Bet € 
12. cot. 2 teot 2 十 cot goot 2 cot 70015. 
13. sin А + sin B+ sin! C=2+ 2cosAcosBcosC. 
о 5 _ T eost | cos2B д) 


„Ф 


1—4cosAcosBcosC) 二 2 十 2cosAcosBeosC 一 等 式 右边 . 


14. cos! А+ сов“ В+ соз“ C= 1 —2cosAcosBcosC. 
15. зїпАсовВсозС+ cosAsinBcosC -cosAcosBsinC = sinAsinBsinC, 
证 明 1 0 一 sin(A 十 B 十 
sinAsinBsinC. 


inAcosBcosC + cosAsinBcosC + cosAcosBsinC 一 


ЖЕЙ? (Scot BeotC- cotCcotA +сотАсоВ= 1 
16. cosAsinBsinC + sinAcosBsinC- sinAsinBcost 
17. acosA + 6сокВ + ссозС= 4RsinAsinBsinC. 


— 1 +cosAcosBcosC, 


证 明 PAREN = 2RsinAcosA + 2RsinBcosB + 2RsinCcosC — R Gsin2A + sin2B + 


sin2C) -ARsinAsinBsinC— FRA M. 
> А о Bcos С 
18. p=4Reos соз соз S. 
1 2 253 А Boos C 
EM FRE = аро) R(sinA + sinB+ sinC) = 4Rcos 7 cos 7 cos 5 = $ 
RAM. 
19. tan $n Bun 
y DOS . fp-aXp-o, (POD 
ка EER Je ау 'N РФ-Ь РФ 
Гаўс 00р), 


20. sin in P uin 


9n sin g а 


o Асов Bo C. 
os cos D соз Ç 


=. 
IR 
5 


А.В. Co 00р о, Kp-OQ-a), [Фра 
方法 2 sin Asin sin С = 200—9. I . [ау 


pp pO pp pp-e) _ 
abc p abc 


方法 3 BIN a= (cot В ен $ 


s 


sin Asin P sin 


28 


an uan f= ЕВ. (EIFS _ pe 
ENR Pra) Rp B^ 
i ا ا‎ eai са 


abc R 
23. sinA+sinB+sinC= f. 


24. созА + солВ+ созС=1+ р. 


E 
以 上 24 个 恒 等 关系 是 三 角形 中 的 一 些 最 基本 、 最 常用 的 恒等式 ,其 中 许多 均 有 相似 


性 ,有 些 还 是 等 式 链 , 如 :cosA 二 cosB 十 cosC 一 1 十 4sin Asin Z «in Сет, ЖАНАЙ 


行进 行 总 结 归纳, 使 之 更 有 条 理 ,更 有 利于 理解 .记忆 和 应 用 . 当然 ,平时 看 到 或 自己 推 
导出 的 三 角形 中 的 恒等式 也 可 以 将 之 收录 备用 . 


$223 一 些 三 角形 内 恒 等 变形 问题 的 求解 


解决 三 角形 内 恒 等 变形 问题 要 时 刻 注意 隐 含 条 件 A+B+C=x,A、B.C>0 及 其 上 
述 一 些 基本 定理 ,基本 公式 的 灵活 应 用 

Я! {EAABC P LUI rsinA+ ysinB-- zsinC 0 Су zcosA) (= rcosB) (++ 
ycosC)  CycosA + =) (zcosB-+ r) (zcosC+ y) ffr. 

№ EAABC h ,sinC= sint A+B) = sinAcosB+ cosAsinB. ft A ВЕ, 

xsinA +. В+ z(sinAcosB- cosAsinB) =0, Bl] 

Аг zcosB) = —sinB(y+ zcosA). 

同 理 ,sinB(y 十 zceosC) 一 一 sinC(z 十 rcosB)， 

sinC(e+ yeosA) 

ЕАН, 

(+ =с08В) < у+ хсозС) (= + усозА ) = — (у+ zcosA) (z+ rcosB) (r + ycosC) ‚ 

BlCy-- zcosA) (z+ rcosB)(zr+ ycosC) + CycosA eai ob Rd 


МПА (т ycosC) 


@2 在 AABC 中 ， EM a—2bcosC, sinAsin( Ë + С) = sinCGsin F B tsina), 求 这 个 


三 角形 各 个 内 角 的 度数 (不 用 反 三 角 函 数 表示 ). 
М 设 和 ABC 的 外 接 辆 半径 为 尺 , 根 据 已 知 "一 25cosC, 及 射影 定理 一 bcosC 十 
ccosB $ bcosC c * cosB, BU — sinBeosC 一 sinCeosB, 这 样 sin(B 一 C) 一 0, 而 8 一 CE 


куш). BEL Be CL AT 28, CA. sinAsin( Ê +C 


CCin В + sin4), f sin Ë 


„Ф 


例 3 ЕЛАВСФ. ВЯ тапА+гапВ-+тапС= 

А,В,С 的 大 小 

解 在 AABC 中 ,有 tanA++tanB+tanC 一 tanAtanBtanC. 

fi tan! А + tan! B+ tan" C— 3tanAtanBtanC= (tanA + tanB+ tanC) (tan A+ tan! B+ 
tar C — tanAtanB — tanBtanC — tanCtanA) = (tanA + tanB + tanC) [( tanA + tanB + 


y 


—3(tanAtanB + ranBtanC + tanCtanA)]. 


将 已 知 条 件 代入 得 tanAtanB+ tanBtanC+ tanCtanA= — 2, 


tanA ttanBi tanC= 
BI  JtanAtanB+-tanBtanC+ tanCtanA= - š 


vanAtanBianC 7 — Û 


这 样 ,tanA tanB ten C JIR ee ТОВ, 


tr Dr D 0. 


Шат nA, tanB,tanC}= (— 


logi 
mnc 


2 


所 以 ,AABC WE ^ AM MKNAÊ,aretan arctan Û. 


例 4 在 AABC 中 ,已 知 a 一 b=ccosB 一 ccosA, 试 判断 这 个 三 角形 的 形状 
ЭМ 和 欲 判 断 三 角形 的 形状 ,必须 把 边 和 角 的 函数 统一 起 来 . 即 把 已 知 条 件 中 的 边 


都 化 为 角 的 函数 ,或 把 角 的 函数 都 化 为 边 ,从 而 求 出 边 或 角 的 直接 关系 ,再 加 以 确定 


解法 1 由 正弦 定理 ,将 已 知 条 件 变 为 纯 三 角 函 数 , 得 
sinA—sinB=sinCeosB—sinCeosA 


AtB А 


EFA,‏ و20 


Е 


A- 


Ba эко? €) in Cai 
9 (1—2cos 5) 069281 sin 


entis Cis 


因此 , 八 ABC 是 等 腰 三 角形 或 直角 三 角形 - 
маг 由 余下 定理 ,将 已 知 条 件 变 为 边 的 关系 式 ,得 
+e Exe 


(ab (at 
Hab, 
mamb Ra чес. 

Bit. ДАВС 是 等 腰 三 角形 或 直角 三 角形 . 

例 5 (EAABC rp. d$ h, +h th =9r th А, hih 为 三 边 上 的 高 ,r 为 三 角形 内 


)—ab(a —b) —c (a—b)=0 


Ва Е 


ha ha +h, = ore. 


“(+ 


с 3(a 十 6 十 c)(bc 十 ca 十 ab) 一 9abc 


аф Оса еба - D! =0 
аве. 
即 AABC 为 正三 角形 . 


注 由 于 9=(atb*+o( 


T+ a b> AMOR Cauchy FRA 


ао. 8883 a=b=c Ras. 


这 样 即 可 得 AABC 为 正三 角形 . 
例 6 ЕЛАВС HR aî sin B7 C) +b sin C— A) e sinCA— ВИЙ. 


分 析 解决 形 如 c， xin(A 一 B) 的 问题 ,通常 是 AARC 中 的 一 个 常见 式 子 


sin(A 一 B) 
一 nC 一 的 一 个 应 用 . 
ЧМ 首先 证 明 一 个 引 理 、 


引 理 : 在 人 ABC 中 ,有 
6 sintA—B) ~a _ sin(C—A) в in(B— C) 
а smC ТВ sinB Coa sinA C 


жаН HIST gt s Sm 
—sinB _ (sinA— sinB) (sinA+ sinB) 
зіп C sin C 
А-В. 2, AT Bu А-В 
- z 2 Z sinCA--B)sin(A— B)  sin(A~ B) 
sinCA-- B)sinC sin(A+ B)sinC. sinC C 
à a S 60) 
M C sinCA - B) =c(a* — 9 )sinC: ZR e 
(e Са 


T] BE P sinCC— A) 
相 加 ,得 
a^ sin B— СИ sin C— A) e зА - B) = 


所 以 ,所 求 式 子 的 值 为 0. 
E 上 述 引 理 是 一 个 很 有 必 的 公式 ,利用 它 很 容易 构造 一 些 但 等 式 ,如 在 人 ABC 中 


vazsin( 有 B 一 C) 一 


2R 2R 


сава) +a QP ~ 
2R 


sin C— A) 


-SinCTsinA 
sinCA— B) | sin(B—C) , sinC- А) _ 
(SCA ID sn BO С А) о, 
(Ê sina + s sina B+ n2C=0; 


b? )sinAsinB. 1 
-和 

例 7 在 人 ABC 中 ,实数 满足 cos(z 十 A)cos(z | В)соз( а + С) + сов? х=0, ЖЕ, 
(D tanz — cotA + cotB + cotC; 

(2)sec' т = сес А + csc! B+ cse! C. 

分 析 COP +1 即 可 得 到 ,关键 是 证 明 (1) 式 ,目标 是 将 z 分 离 出 来 

证 明 14 k=cotA+cotB+cotC, B| 


Е = cotA -cotB--corC- ОЗА + cosB + cost 


ee 


„, cosAsinBsinC + sinAcosBsinC-- sinAsinBcosC. 
sinAsinBsinC 


_ совАсовВсозС— созСА + В+ С) _ cosAcosBcosC: 
sinÁsinBsinC sinAsinBsinC 


3 T n 
=cotAcotBeorC + ре 


而 在 AABC 中 .有 cotAcotB+cortBeotC+ cotCeotA = 1 

0—cos' г созт + A) cos Gr + B) cosCr- C) = cos" x + (coszcosA — sinzsinA) * 
(eosxeosB 一 sinrsinB)(eoszeosC 一 sinzsinC) ,两 边 同 除 以 cos + sinAsinBsinC, f 

(tang — cotA) (tan: — cotB) Came — cotC) — x gs 

展开 上 式 得 

tan’r— (cotA + cotB + cotC) тап? r + CcotAcotB 十 cotBcorC + cotCcotA) tanz 


1 


in 


cotAcotBcotC- — 


ал. 
HD тап? х — кап лап 6—0. Ctan' z D барг) —0, 
Hî stana =k. W дало cotA + cotB- cotC. 
2)sec r = 1 + tan' = | + (cotA + cotB + cotC. 

2(cotAcotB+ сотВсоЕС + cotCcotA) =3 + cot! А+ cot! В+ сот 
i 这 是 一 道 很 好 的 三 角 恒 等 式 变形 是- 


= 1 + cot A cor В + cot C + 
© esc А + esc! B+ cse C. 


$2.3. 三 角 不 等 关系 与 最 值 (一 ) 


三 角 不 等 式 结合 了 代数 不 等 式 的 灵活 与 三 角 函 数 的 多 变 的 特点 ,使 问题 更 加 灵活 多 
次 .这 也 使 之 在 各 级 各 类 数学 奥林匹克 赛 题 中 屡见不鲜 , 见 之 不 同 . 解决 这 类 问题 一 定 要 
在 利用 代数 不 等 式 强 有 力 的 证 明 手段 的 前 提 下 .时 刻 注意 函数 自身 的 特点 ,两 者 兼 
№. 下 面 我 们 通过 几 个 例子 来 说 明 . 


例 1 Жи ЛО mcos 9510-06 0, DHARA: 


(DRAR (9) 一 sin 名 cos9.9E ОРВИ. 


2 


ГЕК ETTE] 6 一 2arctan RRS. 所 以 ,/(9) 的 最 


(Dih F 0€ Co, E), B g (770, gî (0) = sinî H * cos d + соб = 


2(1 eos) * cos * cosó 1 


1 


d — I 2 
3 


HADH o= arccos £ 
MAPS. 

BIB CBS RE s 

当然 也 可 以 如 下 这 样 ， 


:8 qu 


a) o sin $ * (1—2 $° acsi do 


2 


gb; E f+a-2 
N 


当 且 仅 当 9=2arcsin Pat SE. 


dk OH RK. 


в + =s face.) M fO) m 2076) 7 —2P 01€ QOL) (mt 


—20)— —2r +t,tE (0. 
ARA. 
例 2 《1) 求 函数 D= сом) CI sin) 8€ 0, DERKIR: 


ae 


) 均 可 转化 为 关于 上 的 单 变 量 矣 数 , 当 然 均 可 以 采用 求 导 的 方 


ОЖ 4(0) = Heos CF + sini) „дє 0. DERKE. 
解 (1/(0)=14-cos@+ sing 二 singcosg, 令 1=cos0+ sind. r€ (1 2]. 


т fis анк itum, 


当 且 仅 当 9 一 于 时 取 等 号 . 


ma рва H, 


УЗ, 


[a 


сон Тавр cosîsin0= Ê +sinco+ 2) + sina 


2 


sin(8+ $) +sin(0+ FD + sin(x—20) 


2 


+ 
4 


ЕО 


2 
MAR 0= T EROR. 


28,1 #+%1+0+®+хя—20# п 
M 


DOLL EN Ei a: 
EI 求 此 类 /[(0) 的 最 大 值 是 一 个 常见 辣 


题 ,运用 的 求法 均 为 设 = sint cos 进行 


换 元 ,但 是 在 sing 与 cosg 前 的 系数 不 一 致 时 ,此 方法 受阻 ,怎么 办 ? 我 们 在 对 8(0) = (а 


+050) (b+ sin) (a .b> 


a b =1) 3 SH XI Jensen F ¥ XT YN BH RHE. 
#2 g(b) 最 大 值 的 另 一 种 求法 :利用 含 参 均值 不 等 式 . 


= асом 2)(singt 3: 
(D = acot осям 


Acost sinê + A 2+ 


x«l 
`a 2 


ү d AT со 
当 且 仅 当 ETTER mm, 2 
一 二 = 


0+ атстапд = d 


LEE = 


例 3 B= 
М (DH арлот в. 


gE a =+ (ar arz Fans] 


>‹аь+1› 


ХХ 0< sinzsc 1. BELL 


0a 


X nab- mz s( 


те 
故 goo Lose T yap ные 1 即 x= ERR. 


此 时 ео +8, 
(2) 当 abn<m В}, 


5 


msin'z 


sin 


f= 


NE E 


此 时 /nD 最 小 全 为 m+ 二) (2) I 


Ib. ат2т 
综 上 可 知 ,f(x) mn 


ж 也 可 以 利用 /CO 一 全 二 和 


— manta. 


cos 


例 4 设 0< 


ae 


I va 0. ne NT UR 70) 


解法 1 利用 含 参 均值 不 等 式 , 设 A.B 为 待定 的 正常 数 ,应 用 n+l 元 均值 不 等 式 ， 


y = 292 + Asing 十 Asing+… 上 Asing 十 A + Beosf-- Bcosó-+ + Beosd 一 
in" cos’ 


n VAF B ао + arctan В) 
Zane D VaAT о ОТВ —n VA FB. 


23 


sinto tarin Do 


T8 CD ,四 得 tan' 


mom teto arctan A В ag iang= RAON tanti 


sp an= C359 07 


arctan E). Rc G= arctan Cz DR ‚у 取 最 小 值 .此 时 


созд + Sin0= tanfcosé: 


1 
Ут 


== 


解法 2 利用 Holder KER. 
MEE NETS 
Н ) YM] 


* (sin'0+cost0y=#f* 


+0) + соз р)" 


>0,i= 1,2,“ m бат +B сарЫ Cat +) 2 (nas 


„ Ф 


解法 3 利用 不 等 式 ， а, 


> эниш == 


ал =S 
) * sin PF cos’ 0) (sin + cos 0) --- Csin 0-Е cos 0) 


Ш Фе ca +b 


BEI 当 m=1 时 ,我 们 也 可 以 采用 比较 常规 的 方法 - 


заь > 
Sin&cos | 660 


ЖЖ lif O = ah esc 94 


1 +p a! cot! oth tan! g4 248 ° (sin! 8-+ cos! 8) 
а + а cor gt лап? چ‎ 


b! +a" cot! 8-- uan" 0+ 2ubtanê | 2abcot0 
а Fb + (a! сою tabtang+abtang) + ( tan! 8H abcotó-- abcotf) 
а’ +b: +3 * Varcorg abtand * abtan + 
з Vb tan OF абсо\-абсо1д 
= (a HEDH ° Cat) ‘BÎ +3° a + ly 


= (a +y 


所 以 XY C3 +b) 8 Н tang 


3 ER tant 


HN a arctan J £ 


所 以 У). = баў ЭЎ. 

对 于 mn 一 1 时 有 如 下 两 个 几何 解 格 . 

四书 如 直 缆 4 过 第 一 象限 内 的 定点 pCaw) 且 与 +.y 的 正 半 轴 分 别 交 于 人 日 , 求 
I ABL min- 


TASOON- KUS.B5 ru y HANK FAB 


QEbRALEART. 


МА, RIABI... 
+2 利用 会 参 的 均值 不 等 式 ,看 似 只 通用 于 nEN" 情形 ,事实 上 , 当 wnEQ 时 均 可 。 
№. 


Ha bER’ ok у= 


9 cos ELI эю. 


№ 引入 和 持 定 的 正常 数 上 ,使 


y “4° ner" Msi 0+4 ° zoo 0 + Skcos'8— 3k 


PA (ii 5) 


БА £j 3 e(t) ene 


Е 
9 sos 


| ain: » dc 


ie 


—kcos'0, 


So teni (E) 


ваа) HERRES. 


KS maren (f) o ROCA EGER OE Ga 十 他 


#3 利用 Holder 不 黎 式 ,直接 可 以 将 推广 到 实数 ,而 上 述 的 解法 3 却 不 可 以 ,能 
改进 吗 ? 
| 首先 给 出 不等式 au 60-1 


| Печ > (Hoe Поу 的 一 个 证明 
sera] o +o BRAR 


取 等 号 . 


Xi. 


= (+a). 
THAI АЖ АИГ ЕО. НЕ, ORTI Ей Ей 
fi GO = asir + bcos'z x € [E EN mnd, 
пб) = — b rE (QI 0€ ND. 
Е ый ыы 
fil) = a Уват +b Yeoszr € (0,2) аб > Osn € N). 
HF ле ж: 


(asin + bcos"z )(asin"z + os bos + {я 


1 
рё + py) 


ien yh + feos + оок, САСА] 
В, 


所 以 asiz 十 bcos 


ЖИК х= аттап у 


ж лс = 
ЯФ АС) 有 : 


— — 


а " ч 
EL (+ cosi) 
Vsinr Veosr 


55 


amr "CIE T4 Ek 
>| [к= ЕТА ЕЭС 
x A 


5 (am жый ЖЕ л = aretan( f т 时 取 等 号 
ж Лот" 
对 于 f(x) 有 : 


(sin'zr + costz) + (a! 


> ("агай 


所 以 a Vsinz + b {/сохт < Cat HARD E, 8 B {4 8 z = arctan COP HM ¥, 


KO Лань = Cam q ben 52. 
MS ЖИМ y= 2sin 901—848 ат 
№ ”采用 含 参 的 均值 不 等 式 , 设 A; asco. NI 


= [snZ). —sin Z) ° si 
y хан P t (0 sin 5) * Otsin 


:TE (0,7) 的 最 大 值 . 


pone] 


工 z 
Нат PHA + sin 2] 
1 


ا 


x n ， 工时 取 等 号 . 
Aisin F А (зіп 2 )=1+sin + 


2 2 


yn 
was GE 

š =107+51 VAT 

ue sc RELY 


例 6 RAR (GO =созїл-+-бсоз3л + 17cos21 + 30cosz x € R 的 最 小 
分 析 化 为 关于 cosr 的 " 单 变 元 "函数 
解 [GO - [2208 &— 1? — 1] +6(4сов° 2— 3cosz) +17(2соз° z= 1) -30cosr 
—Bcos' т + cos’ r+ 26cos' x + 12cosz — 16. 
=2[ (cust x + 4соз°х + cos x) + (Всоз' + 8соз z + 2cosz) + Ccos z+ 
deosr+1)]—18 
сохг + D" (2eosr +1)? — 18 


2—18. 
МВ: о = —1 ж созге 一 站 时 取 等 号 


所 以 ,f(r) 的 最 小 值 为 一 18. 
Ж 恒 等 变形 是 关键 


例 7 求证 :函数 УС) EM {ЕС (о, 5) 上 是 单调 递减 函数 , 并 利用 该 结论 ,证 


WOO Os e TR sin > 


2 «x И sina, |“ 
(DM OST ны ДЕ. 


EM {#0<т,<г;< M r 70.0 


sinz, = n cos 


7 (sinz, — zi cosi) 


Gan deos 


+. 


(tanzi =a 


ВЫ foro fC) BD FG fEC зовем. 


OHF Лео, т) ааа, fon feo 


(DMF УСЕ СО уэ E Rl fo fO 


2 x 
FII 


即 sin 


"m z LM 
Rister c6 о. TO MCA ERH sin 


2 
WM co - =n 


= P: 
ZR re (0, Тоны. 


Wil x 


соз — sinz 
zeosz sin 
T 


EI 我 们 也 可 以 采用 求 导 法 来 证 明 f(z) 的 单调 性 ,事实 上 ,三 (z) 一 


со 


Gann), 
E 


к fG f О.) Еа. 


#2 我 们 利用 单位 贺 来 解释 f(z) 的 单调 性 ,如 图 2-5, LAOC 
=, BOC™ a, ,连接 BA ЯМЕ 2 r ВТО. 


-l. ¿san «баню md e * sins, 
Samo = * ТОР! * пл Sawo = * ТОРІ + sinz: s 


Sonam 


балю ^. бават 


Samo 


r 


ET. 


ET 


PLI zew Da , 0< E 


#3 #4 r€ (0,0,8 ( 


sinz 


10a aD. 
Ha 考查 DAMA. 


а رے) ر‎ оын a 


_ (reos —sinry” + ¥ —2z(rcosr—sinr) 
fo» m 


cosr + 2rsi 


= ¥ sins +2rcosr— 2sinr 


Ф g Gr) a! sinz d 2reosr—2sinr,1€ 00,5), 则 
g' (= 2rsinz + r cosr+2cosr—2rsinr—2cosr= r cosr>0, 


放 ОЕ, ERROR ECCO 2 (0) =0. 


ЖИ xzsinz 十 2rcosr 一 2sinr>0 对 于 任意 了 E (НУ. 


& Горов а TO ER BK. 


т 


АНАПИЯ Д Jensen 不 等 式 可 以 构造 一 大 批 不 等 式 ,比如 
В z ВА ү sinB | sinC 93 
在 锐角 人 ABC Pop ТТ 十 BB ССр ФФ. 


例 8 已 知人 AABC 的 三 个 内 角 A、B、C 满足 A 十 C 一 2B, 求 secA 十 secC 的 取 值 范围 . 
М fı AFC=2B I 3B=2B+B=A+C+B= s B= TREATS C 


x 
3 


+5. 
1 id 
secA+secC = - 
e e „ху, 
_ софа 
cos! eos r= sin 
4 im cose BE r€ Co] HL e 


$. 


M HA BRX. ALB 取 何 什 时 M 为 


由 于 函数 /(z) = Ac Е oo 0 RECO, +оо) fib taf 
故 secA 十 secC 的 取 值 范围 是 (一 ce 一 D) (4, +оо). 
ЖІ 由 于 x 一 


A 


C i + secA+ secC= —2 E ER cos 


2 


H2 同样 地 ,在 AABC 中 , 当 A 十 C 一 2B E de =E М, 


4VSsinz | 
isiniz 


即 也 可 以 同样 求 secA—secC,cscA + cseC,cscA— cscC 的 取 值 范围 ， 


secA—secC— 


例 9 EM Р(х) = leos r+ 2sinrcosr— sini АВНЕ <<= БЖК 


? 说 明 你 的 结论 . 
М 分 析 : 从 特殊 入 手 , 对 于 A=B 一 0, 有 


M= тах FG) — Мас) 2. 


ЯНИ М... = 2. 对 А.В 不 同时 为 0 时 有 :M~ ma FO > (2. 
тй 
Чой FGO = sin) Az BI. 
BE AS B=0 РОО = Wsin 2r + LE CO ЗЕМ n m pers 


= Sgr = x E Fr) 取 到 最 大 值 Mo =2. 
《2) 下 面 证 明 ; 当 A.B 不 同时 为 0 时 ,M= тах FO) >Z. 
用 反 证 法 :假设 M= max F(z)<YZ, 则 

i 


FG Doo [Cp «E m 


—_ 


WZ+ŠA+BISVZ | 一 2VZS Ad B«o 


IE S кА Во лаве 
8 8 


МАВ |525 ЗА+ВкО 


AtB 
"i => кА>оезА>о, 
$74 +B20 


"m 


所 以 A= 0, 而 A、B 不 同时 为 0, 即 Во, 
LL x Масх +В! =у/#+ | BIS V2 ERI 


M= max FG 


由 (01)(2) 可 知 ,Mw 一 YZ, 此 时 A= B=0. 
例 10 й r€ (0, RHE: ( 


жй (s= (= 


= [GF cot r)" - СО tan" 71] 

= (Cicor r+ Ccot +  Ctcot*z +e - Czcot* x) (Citan z+ Cf tan! ++ 
Силап? +++ Сапе 

«СРР 《利用 Cauchy 不 等 式 ) 


1) 201, 


1) sehe (seer ~1) 


э‹с+с 
=r». 


#1 求证 :对 于 任意 rER, 均 有 sin2r+Csinr— costr) &lan€ М". 
EM RPR ° sin'r * cos'r + sin^x —2sin'z * cos'z cos" <1 


sin" + (27 — 2)sin'r * созт  cos*r&l. 


in^" сова 


"a * cos Ct + cos™r 


所 以 2 二 Усс 


Re 


tz e sinr) 


22 Gir + costi) + 2 JC: sin 9 + созт + cos” e з?г 

= 2 Gin'*z + cos*z) +2 JCS + sintzcos"r 

= 2(sin"r + созе) + 2sin'zcos'z + (2° — 2), 

BD ма сок” + (2° — 2)i 

故 sin'2r + (sin"r — costr) < 1. 

Ж ROO I 中 我 们 均 采 周二 项 式 展开 形式 . 

例 12 求证: | sina, |+] sinas |+ °= +] sina, | 十 | costa, +a: + +a) 21 (и 
EN’). 

EA (D a= 工时 

| sina, | FÎ соза, |= sinie + costa, 


(2) Ві мл = 上 时 不 等 式 成 立 . 则 当 二 上 十 1 时 、 


re 


| sina, |+ | sina: | 十 … +| sina, | 十 | sinami |+ | costa; + аз + *** + aa Tasa) | 
= | sina, |+] sina: | t: += +] sina, | 十 | costas dorm 14+] sinasa |+ 
| costa, + а: + a + ан) 1—1 costas +a: +1 +a) | 
2 1+I sinas, 1 十 | costa; Ha: +1 Has Hani) | 
一 | cos[ Xa, + a; + t Has Hani) 11 


= 1+] sinas- 1+] costa, Fas + Fas аи) | 一 | eos(e Fas + 


+ sinta, 十 oa n +a, Бак sinan 


ux 


2 sinew |+] costas +a + Has Hansi) |— (| costa +a + +a +a) | 

«| cosas |+| sina, 十 oz + 
> l+ sinan: |+ | costa +a + +a ана) | 一 (| созбо, + аз + +a Ham) |+ 
1sina D 
1. 

KM n = ktl 时 不 等 式 也 成 立 . 

由 (1),(2) 可 知 .由 于 任意 mE N' , 原 不 等 式 均 成 立 . 

注 关键 是 利用 ! costa + |= | cosacos8 一 sinasing |< | cosp 1 十 | sina | Я # 
Ш." ma. 

例 13 CA rss RYE sine sioe sinz 2 UR E нии + sin + 


+ a + ans) Dl sinami |) 


sin(z 0. 


证 明 СЕРЫ мас 


cosy cose) + 


Xn cose 


к PERITO 
cosy ty sinz ge. 


dk Jos + ریو‎ conci Deine ein + ہا‎ > 


348 


所 以 совр cosy соз: p. 


AI sin oO + часу+ F4 sinet о g Ginz Hsinyt sina) + eost 


2 
3448 BL. 
21 


Ш чп + Ото + PD sinet LEE LOS FEL 


所 以 假设 错误 , 即 有 асе E) sint y— E па $20. 


$ 

№ “用 反 证 法 来 证 明 此 题 , 妙 极 了 ! 

例 14 Вл... SIER Hatata m к, Ж GER sint 
ez J(2sin z; + m zin as sc) Ci s о OUN 


м ”由 均值 不 等 式 可 得 ， 


1 : 
Fr ein xı TT 2 


2sin r, + 


ш [sina дыр > sina sina sins, sin)" i 


又 由 于 fC) = Insinz f£ x € (0,n) AMAR. 


Ж sinr, sinn: + sior, айы, < sin P n Tn tz — 


aj 


AR оча, + lh) >a. 


zz 


Ären =n 


所 以 ,所 求 表达 式 的 最 小 值 为 81. 
在 本 节 中 ,我 们 几乎 用 谢 了 在 代数 不 等 式 求解 (求证 ) 中 的 各 种 招 术 , 但 在 这 里 应 用 


=== Bf. JI asin'z, + 


更 灵活 ,希望 读者 能 细心 体会 - 


ت 


$2.4. 三 角 不 等 关系 与 最 值 ( 二 ) 


OE # iL] W W KHG — Е 个 以 最 简洁 的 构图 形式 蕴含 最 丰富 的 
内 涵 的 图 形 .将 三 角 不 等 关系 与 最 值 问题 放 人 三 角形 中 来 研究 ,无 疑 是 具有 挑战 性 的 ,这 
也 使 它 成 为 各 级 各 类 数学 奥林匹克 命题 的 热点 素材 , 在 这 一 节 中 我 们 分 两 部 分 来 叙述 ， 
第 一 部 分 以 常 有 的 ,常见 的 一 角形 内 三 角 不 等 关系 为 主 :第 二 部 分 的 问题 就 要 难 些 , 将 采 
用 各 式 各 样 的 方法 来 解决 这 些 问题. 


121.1 简单 的 三 角形 内 三 角 不 等 关系 与 最 值 


我 们 将 直接 利用 Jensen 不 等 式 、 均 值 不 等 式 及 三 角形 内 三 角 恒等式 构造 或 证 明 常 
见 . 常 用 不 等 式 , 这 些 不 等 关系 统称 为 简单 的 三 角形 内 三 角 不 等 式 . 首先 我 们 给 出 凸 函 数 
的 概念 及 Jensen RER. 

凸 函数 的 定义 1: 设 /(x) 是 定义 在 数 集 D(DSR) 上 的 两 数 ,如 果 对 于 任意 r. € 


DA s LUE TCD sr э SON D ERNER. 


Ë OABBWHXXSUTATEX€*R. 

定义 2, 设 fr) 是 定义 在 数 集 D(DCR) 上 的 函数 ,如 果 对 于 任意 n an € D. fon 
AGODA fon) БА fUr KP А А Т viz>0), 则 称 FOOD ES 

定义 3: 设 /(7) 是 定义 在 数 集 DC(DCR) 上 的 函数 , 且 f(z) 二 阶 可 导 , 如 果 Gn 
0 对 任意 ED 均 成 立 ,那么 ОЖ D бааж. 

Jensen 不 等 式 :如 果 f(z) 是 数 集 D 上 的 凸 函数 ,那么 对 于 任意 n nen € DUST 


[firt fan) dem FG]. 


т. BERT =”. 
加 权 Jensen 不 等 式 :如 果 F(zr) 是 数 集 D 上 的 凸 函数 ,那么 对 于 任意 ror ass € 
D rli fOr Аал Ке А DAL Ст) EA f Gn m НАД Gn) Ж А Нм ++ 


FA, =1 s en A0) DEL r = r: т. BER". 
对 于 Jensen FERRME Jensen 不 等 式 的 证 明 ,这 里 从 略 .下面 我 们 就 用 Jensen 不 
等 式 、 均 值 不 等 式 及 三 角形 内 三 角 恒 等 式 来 构造 .证 明 简单 的 三 角形 内 的 三 角 不 等 式 . 
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(о ASABC rb sinA-- sinB иск В, 

由 于 у= мы ге ОО ХВЕ Jensen 不 等 式 即 可 得 . 
(2 在 AABC 中 ,in 全 +sin 旺 +sin 
H T у= —sinr.r€ (0,x) 3 5 6 f. 


GHEAABC Ф cos 2 + eos 


HF y= corre O. PARR. 


CO&AABC sb sinAsinBsinC <SS, 


MF sinA = sinB * sinC< (ЗА sinB + sinC 


GMEAABC rb sin Asi 


TI TA ER 
由 于 sin sin sin 


(1 SABC 中 ,eos 全 cos В cos 


А А 
为 法 lscos cos Beos Ск |t 2 


Ë cos eos Beos © = 1 GinA--sinB--sin C) 


Fk 2 cosA + созВ-- cosC 


TFüR2r. 
УФ. Euler 公式 可 知 : 
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OF =R: —2Rr GER О 分 别 为 AABC 的 外 心 与 内 心 )， 
: 即 


Hj R:—2Rr2 
方法 四 :如 图 2-6 
л. S R-- d, В h. 


> 2r. 
OX ^ABC 的 外 心 ,O 到 对 边 的 距离 为 4.， 区 
4, h SR+d. 


joel p dT e eel 
Bil зал, < таК+ та * d., gbh < RO 
1 yd h h 
qe 
图 2-6 
:起 相 加 得 :3Sawe < E atoto + Зале 42S В (a +b 


oet: batito» rc Жа+ь+о к>. 


这 样 ,cosA 十 cos 有 十 cosC=1+ <1 


Jk 9D А.В,СЄ (0, FIM IET y=cosr,r€ (0.7 АЖ, 


A+B+c_ 
3 


ВТ cosA + созВ + созС<23соз. 


2) А,В,С 中 有 一 个 钝 角 时 ,不 妨 设 C> 


созА+ cos cosC«2cos À 


综 上 可 知 :cosA+ cosB+cosC< $ 


<ФЕДАВС sp sin! Atain B +s Cd 


АВС 
由 于 sin 2 sin Ф 2 


lfa- + 121 (3-3) =3. 
2 g [3 (созА + созВ+ cos 1277 (3577) T: 


GMEAABC b cos А со В teot 659. 


ЗА e cosB cO EX Lm 


方法 1seos соя Ë + eos 


C 
2 
方法 21cos A сое В сов © 


ГА аа Bhain Сүсз 329. 
z 3 (si! @+зн g+sin fem 


CIO KE A ABC Ф cos! A+ cos B+cos СТ. 
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MF cos A+cos B+ cos С 1~ 2eosAcosBeosCz1 2 


ADÆAABC Hb ssim A sin! B+si c< $. 
由 于 sin A+ sin" B+ sin C 2--2eosAcosBeosCe 2-2 L =. 


аю ЛАВС $ cin2A + sin2B+sin2C <3, 


d sin2A + sin2B+ sin2C=4 --sinAsinBsinCec x Ê = 


(032 YE ДАВС 4 ,cos2A + cos2B-- cos2Cz- 


由 于 cos2A-- cos? H--cos2C— 2 (cos A cos! ВА соё C 32x $ 


(14) 在 锐角 人 ABC 中 ,tanA + tanB+ tanC>3 3. 
方法 1: 由 于 y=unr,r€ O PARK. 


tanA 十 tanB 十 tanC 


方法 2 由 于 tanA +tanB+ tanC=tanA » tanB + tanC<( s 


Hk tanA+'anB+'tanC23 V3. 
(15) 在 锐角 和 ABC 中 ,tanA + tanB + tanC>3 3. 


tanA + ea+enc) -人 


y3, 


方法 LıtanAtanBtanC< ( 


JÈ 2 tanAtanBtanC— tanA +tanB + tanC>3 V3. 
(16) 在 锐角 A 和 ABC Ф .cotA + cotB-- cotCZ4/3 


HF y=cotr.r€ 0,7 ) 为 凸 函数 - 


کا“ 


07) 在 锐角 和 ABC 中 ,cotA * cotB + сос 


1 


由 于 cotA * cotB + cotC да Веда" 


OBAEAABC Ф ton А tan B лоп $248. 
BUT у=тапг,гЄ O, AAR. 
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(9) 在 AABC 中 ,tan Dan нап © 


由 于 1 一 tan Aun E 

A B € 
Ж tan зап tan > 
(20) 在 AABC 中 ,cot 2 сок B + со ©2343, 
HF ym соц. O, PHAR. 


(2D 在 AABC 中 veot & + cot Ë + cot C3 


2 
HF cot Асы Deco ©—со $ ° cot + cot $. 
Q2EAABC Ф stan’ $ + tan! Ë Fan C> 


un 


2 


JE litan А + tan B+ tant C> 


ЭН tant Аа B+ tant Сап Aun Ê + an Pun С ап Guan 2 


(23E AABC th scot A+ cot! B+ co C1. 


方法 reo A--cor! B + со ca АСУ 


rik 2 cot А+ cot! В+ cot CZ: cotAcot B cotBcotC+ cotCeotA = 1. 
《24) 在 锐角 AABC tP лав? A+ tan? B+ tan C29, 


(запА+ хаав лану: 3) 


CA 
3 


由 于 tan! A+ tan! B+ tanî 


9. 


GS MEAABC Ф cor А+ сог Ë + eo 


AF соё А+ сон В сое $> 
另外 ,以 上 25 个 三 角形 内 


АВС 为 正三 角形 时 取 到 . 因此 也 可 以 将 上 述 证 明 不 等 式 改 为 求 最 大 值 或 最 小 值 型 问 
ш. 
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$2.4.2 进一步 的 三 角形 内 三 角 不 等 关系 与 最 值 


在 这 一 部 分 中 ,我 们 除了 应 用 上 一 部 分 的 方法 与 结论 之 外 ,还 会 用 到 调整 法 、 反 证 法 

及 代数 运算 等 各 种 方式 来 解决 问 
例 1 在 锐角 和 ABC FP RIE :sinA + sinB + sinC + tanA + tanB+ tanC> 2. 
分 析 采用 各 个 击破 法 ,看 看 是 否 有 sinA+ tanA>2A? 


PR 
EMI sinAc tanA = — F————À ————3474un$, 
:A A š 
1+tan' l-n 2 1—uam 7 
2 2 
< iF 以 tan 44 А. A. 
又 因为 0 TY * 所 以 tan 272 „Я sinA-- 1апА> лап 274X 2 2A. 


同 理 ,sinB 十 tanB>2B,sinC 十 tanC>2C， 
三 式 相 加 , 即 有 sinA 十 sinB 二 sinC 二 tanA 十 tanB 十 tanC>2r. 
几乎 所 有 的 参考 书 均 采 用 上 述 做 法 ,这 里 我 们 再 给 出 一 些 其 他 做 法 . 


证 明 2 Ф Уба) sir anr—22 2€ (0,5), 


JG) = cosa sec x— 2222 /тозт Ker—2=— — 2222-220, 
cosa 


№ ЕО, ЕАН ВИД /сх)> f(0)=0, 


这 样 sinrc tani 212€ (0,5). 
DEF BB 1. 
证 明 3 由 证 法 1 可 知 :sinA 十 tanA>4tan 2 IRAE: 


sinB+tanB>4tan Ê sin C+ tanC>4uan £ 


A sin + sin B+ sinC + tanA + tanB + tanC>4 (tan # + an В + tan 9) 


2 2 


=4 зап 4/3>2= (82,4. 1 中 (18)). 


证 明 4 IH T sinA + sinB + мпС>2 лапА  tanB + tanC>3 VIOL $ 1.4.2 #5 Ж 
52,41 ФС), 
故 sinA--sinB-- sinC-- tanA - tanB-- tanC>2+3 3772s. 
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例 2 在 $2.4.1 中 我 们 利用 Jensen 不 等 式 及 均值 不 等 式 推导 并 证 明了 以 下 不 等 
式 ;在 AABC 中 ,sin Asin Вла C 
дш. 


证 明 1 


证 明 2 由 证 明 1 可 知 ,sin Asin 县 sin 全 = 


<— s © 


4 iin Aus Bas € 
证 明 3 $ (A B.C) = sin узіп р ві z: 


由 于 不 等 式 关于 ABC 完全 对 称 , 故 不 妨 设 A<C<B. 
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хув. 
eXA-$O- <o. 


由 А<С<В 可 知 上 式 成 立 . 
因为 ,等 介 于 A 十 B 一 村 与 C 之 间 . 


ДСК -® лук = 
BUS CE ,А+В— OSSEE A+B+C 


Del Aun Bain Cel. 
Ш JABO B sin Z sin Z sin учу. 


三 角形 内 的 不 等 式 大 多 结构 对 称 ,形式 优美 ,如 果 及 时 对 它们 进行 排序 ,有 时 会 有 一 
些 意 想 不 到 的 效果 . 


例 3 (EAABC 中 ,求证 :sin(A 一 307) E sin B.— 307) "-sint C730) 3. 
证 明 不 妨 设 三 内 角 A,B,C PC 最 小 , 则 0 一 Cs<60 

M sin di 29.78 

sinCA — 307) +sin(B— 30°) +sin(C—30%) 

АВ 60" A-H 


=2sin Ê 


+sin(C 一 307+sin30' 一 二 


2 2 

sio OC oos A i 

sin O Ceos i 
Stein Сы © 
asia ia 1 RE 
= 4sin30'cos Fassino- 1-5. 
"BU A-B-C- 60°, IB AABC 为 正三 角形 时 取 等 号 . 
例 4 +ЕЛАВС 中 ,求证 ssin sin ЭР + Сео ATB сок ВЕС 


C-A 


证 明 Фа 


Map. yE (0, PDH a y 


xdi 
sin 22 — cos 


Ë C sin3a 一 cos(p 一 力 一 sin3o 一 sin 
z C = sinda соз(8— у) = sina — sin +27) 


=2соз(2а + sina ) = 


同 理 可 得 ,sin 28 — cos C^ 


2sin(a— g'sin(a—). 


2sin(p—a) (8—7), 
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sin S£ cos 43 2sin(y—a)sin(y—D. 
3E FE ЖЖ SRS sine f) sin(a у) +sin(8—a)sin(8—y)  sin( y а) sin(y—5) Z 


由 于 不 等 式 关 于 e,B, 完 全 对 称 ,不 妨 设 Ono всу< 1. m 


sin(y—a) —sin(8—a)20, 
所 以 ,sinCa 一 Psin(a 一 7) + sin(8—a)sin(8— у) + sin(y—a' 
in(a— f) sin(a— у) +sin(y—A) [sin y) —sin(g 7a) 120 

故 原 不 等 式 成 立 . 

注 在 证 明 sin(a— Юма у) + sin(8—a)sin(8— y) + sinCy— a) ліпу 9220 H, 
所 用 的 方法 与 证 明 Schur EE RRR. 


例 5 在 AABC 中 ,求证 :sin3A+sin3B+sin3C<33 ,并 指出 何 时 取 等 号 - 


Ш 由 于 不 等 式 关 于 А,В,С 完全 对 称 ,不 妨 设 А<В<С, RI А+В<120'°,С> 


oroc ЗСА В) ство", i oc Bec T ERU < 


X4 ڈو‎ (MN о<0<л. 


sin3A 十 sin3B 十 sin3C 一 2sin ЗА 


一 38 


一 2sin 


3A+3B „3А 
7 (<> 


24438 


sin (rte 22722 


- =ша Scop $ 
=2sing(1+cos0) =8sin dcos! $ 


Ë sin3A + sin3B sisi CLAE EA S i FRI 07 207 RR, 
GEI 千 万 不 要 以 为 :有 Jensen ZER sinnA + sinnB + sinnC MF $ X Ж Ж Ж 
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#2 如 果 你 用 Jensen 不 等 式 没有 证 出 ,请 参考 下 面 一 个 采用 Jensen 不 等 式 的 证 


^s dBBRTTEAXTABICTRXRUECOR ER CBSA. 

DH САС D s f ЗА 2н, 此 时 sinBAS0, 

所 以 ,sin3A 二 sin3B+sin3C<csin3B+sinaC<2< Ê, 

(28 AT fr Bt, $ AT A e ‚И sinSA — sinSA, ,3А,+3В+3С= л, B 0<3, 
3B,3C« к, № ЗА. 3B,3C 恰好 构成 某 三 角形 的 三 内 角 „№ Jensen 不 等 式 可 得 ， 

sin3A, 二 sin3B 十 sin3C<3sin saaie 3sin + E 

当 且 仅 当 A= B=C=20' K 8 A= HOT RORIS. 

HOCH sin A Hsin B+ sin CLES, A H = ñ я # И 20 20" MU Ж S 
*. 

96 GER Ж ДАВС 中 , iE: cosAcosB + cosBcosC + cosCcosA < + + 
ZcosAcosBeosC. 

分 析 hF cos A+ cos' B+ cost C= 1 —2cosAcosBcosC, 

ЖЖ сэсозАсо5В + созВсозС + cosCcosA + cos! А + cos" B+ cos CSF. 

而 cosAcosB + созВсозС+ cosCcosA«cos' A+ соз“ B+ со С, ВИП RB EHI 

cos A--cos В+ соў СЗ, 

ЧН 2.4. 1 Micos А со B+ со СЗ ЖИ! 

另 寻 道 路 ,利用 锐角 三 角形 的 特点 ,进行 放 缩 . 

ЧИ 由 于 不 等 式 关于 ABC 完全 对 称 , 不 妨 设 С<В<А ИТ Ау cosA 
ewt] 


110 


созАсозВ + созВсозС + cosCcosA — 2cosAcosBcosC. 
= cosA(cosB-- cosC) H-cosBcosC(1 — 2cosA) 


=2cosAcos P$ eos BC 1 соз‹В+С)—созВ—С)}‹1—2созА› 


<2cosAsin F ++ (1= cosAy(1—2eosA)= 


ZcosAsin А+ (1—3eosA — cos! A) 


一 zeosa (sis 4-sin 4+ i) 


L cosAC—2sin! А 2sin А 
= yt eosA(—2sin' 全 十 2sin 2 


1 
2 $ š 


она (sin $-1) 


Вр cosAcosB+ cosBcosC+cosCcosA < +2cosAcosBcosC. 


例 7 ra buc S AABC В = ЖШ aste R 和 分别 为 AABC 的 外 接 加 和 内 切 
MEB, $ /=a 十 6 一 2R 一 2r, 试 用 人 C 的 大 小 来 判定 了 的 符号 - 

解 因为 在 RAABC ih. —2R, EEEE ieat =0. 

же о<С<уе/>о, 


x 


2 


eo 


1 <С<кә/<о, 


因为 站 一 4sin Asin уза $. 


=2RsinA+ 2RsinB—2R—4Rsin A sin Bsin E 
f TAPAT 


=2R[2sin AT s AB rese АВ АВ) ©] 


£y QATBaaCo 
sin S) соз Sg sin 7 2R 


(o sin S y etn (asin Ej 


2 
€ 
2 


in 


所 以 />0meos E>sin Geo c Я, 


= С. Sec=& 
/=0meos С =sin Сыс= т, 
/<0meos C «cin бет «Сс. 


例 8 在 人 ABC hz C60 RE (a+ С 


EM ME 
a 


(sinA sinB) (д + sinB + ane 


CsinA 一 sinB) | sinA+ sinB 
sinAsinB SinC 


вон 2+8. sini AZE 2sin АВ. соз AB 


КАВУ ost A+B) 


=4+ 


=4+ 
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所 以 Bain? © + cos ^ 
故 原 命题 得 证 . 
在 对 三 角形 内 三 角 不 等 式 证 明 时 ,不 能 忘记 其 不 等 式 的 特点 以 及 对 均值 不 等 式 , 柯 


西 不 等 式 等 常用 不 等 式 的 灵活 运用 , 热 练 掌握 这 几 个 重要 不 等 式 , 解 题 时 常会 有 事 半 功 
们 的 效果 . 


МУ 在 AABC 中 ,求证 :coxA(sinB+ nO >=, 
ЧЕМ (DM ОСА FH ycosA>0 , sin B sinC>0, 故 原 不 等 式 成 立 ， 


(2) 当 要 <<A<r 时 ,cosA<0, 当 然 ,1 一 2cos 入- —cosA>0. 


Cocos + 200s & 


--# J 


-- fames Sa cies #Э rie TETTE SERES 


f A) + —2co 仿 )+4cow А 
[ее )+(1—2cost 5c! 2 


fenes. 
2. 


ЕРГЕ, cosACsinB--sinC) > — 
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注 在 (2) 中 还 可 以 这 样 证 明 : 


A 
ES 


2 
证 明 由 于 secA.secB.secC>>0, M зесА + secB>2 secAsecB = 


9110. 在 锐角 和 AABC 中 ,求证 :secA 十 secB 十 secC 


ee Heec С, 


2 


2 x 


=- E £ 
JENREBISSATHPU т-а = = 
2. үтү 


同 理 ,seeB+ seco 2ese 会 ,secC+ secA>2csc В $. 


式 相 加 得 tsee4 十 secB 二 sec>>esc A езе + ese С. 
了 


жт 我 们 可 以 将 此 不 等 式 在 系数 与 指数 方面 作 一 个 推广 , 即 
在 锐角 人 ABC 中 ,对 于 任意 正 数 hi ass pH 


se4 довео B sea C ese $+ rese Ё + Irene ©. 
ARE dij setA +a set B222 УДАВЕ АЗОВ, A secA + secBzresch © 


即 得 AisecrA А, весеВ 22 VA esc ©. 


Aste BEA sen С>? Viene! А, 


ma 


dseC +3, setA >2 деве” Ê. 


三 式 相 加 即 证 明了 推广 形式 - 
#2 根据 上 述 做 法 ,寻求 化 为 边 的 做 法 ， 


job. d 
Sos сб”. E 
“7 


2v _ 
fp-B pe 
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j Babe 
E > - 

Wm Иа XE- ее 

Zac 2ab 

Ж Babe Е Babe 
a UO OXO-GtoUG*é-d) Gtro[s-G—0] 
- Babe ú Babe 
тоа bta tb A Ор p-20) 
x 2abe 
Орр" 

UO SCIRE C EST 


оза. V bc reo VT DOPO 


Ф 


amy 

errem p—b—z 

ea 

QeGy * VGTaGTDIGt*rb r6 уту 
(Gy G2 * GEDPÜO 2 Ga 2G Go] * zy 
Hal On Gon) ey Goes) (et D2=zy* (Hz) Heyat) 
кхе и уба) убу а y+) 2792120 
води Gr уу ysGro (7 20 

0 


Өсу уна 
eG —yYz* (z +y+z)20. 


2ac ر‎ — даь Rafet су" 
Ез du ttre pa Th Са 7 
EHV) 2 Vbe y 
mum. 天 -一 一 .这 是 不 可 能 的 . 
ENS. TEI ES 
FX L.R a= 10 bm 10" e 


МУ. алала 
例 11 已 知 AABC P PEEB #131140 Rr ЖЕ! 


к> 


cos Bain © +сов San Ё 
23 ا‎ 1 
sin Bain С 
2997 


115 


i Ly wr SE 


~A 
2 2sin $ (1~ sin + 


2 2 
当 且 仅 当 B=C BR S S. 


4+ sin А 
Ei ати аи ipe [Pte w7 
= š 


АтТНЖ KE 


д A 20r. ЯК SAABC 为 正三 角形 时 取 等 号， 
2sin 4.0. —sin $) 
2 2 


RENTER R22r 的 一 个 加 强 . 
Z PTA E RtAABC *.# R2(1+/2r, 


例 12 在 AABC 中 ,求证 :sin Desin! Desin! Ссс А cic cac. 


证 明 ЗА FeseB+eseC) + 2sin Asin 县 sin С 


А cos Bos Cc cy 
(соз feos 2 cos СС) 


gg 


КА $ nin P. PR Cena! Аа Ва С, 
故 Na escA eseB+ esc C) 217 2sin sin 7 sin Ç sin! 多 十 sin? g +sin у. 
这 样 原 不 等 式 成 立 - 


BOR sn! Asin? Вт 


<. 
z 


Aus Bus C 
一 2sin sin z sin TRE ТХЕ. 
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8cosAcosBcosC 


例 13 在 和 ABC 中 ,求证 :sinA + sin А +-sinB + sin Ê +sinC + sin Cet 


例 14 已 知 AABC 为 锐角 三 角形 ,求证 : (my * 


证 明 иип RE P P FCT Al: 
1—2cosAcosBcosC— cos! А + cos B+ cos! C, 


жи, итш (>л + (Ex (EY 244 (cos! Ateos B+ соё С), 
A cosB,* A 

(ов) + (с) эзе Усов Acos Bcos С 

1 


在 这 里 我 们 利用 ,在 锐角 入 ABC 中 ,cosAcosBeosC 志 名 这 一 常用 结论 


a ром А. 


aos В, (Сү (Ву >>12cosC， 


cosB cosC 
E 本 题 是 $1.1 例 6 中 所 构造 的 一 个 不 等 式 . 
例 15 设 AABC 的 外 接 国 半 径 与 内 切 加 半径 分 别 为 Rr, 求 证 : 


ВУ c yin A<R+ VR -2Rr 
2R 2v XI o 


ELLE +) + (RES) очсон A cos B+ cos». 


分 析 有 点 像 一 元 二 次 方程 的 求 根 公式 ,构造 关于 sin 入 的 不 等 式 . 


uz 


A 
roos 2. 


2 А АА А 
sinA> sin 全 (1 一 sin Oz eesin? 2 —sin 分 
MD 2Rs Asin 2(1 2 ges f+ 
"Mg 
R- Е A -R-- /R'=2Rr 
全 «ҹа T TR а 


注 1 问题 也 可 以 按 如 下 方式 证 明 : 
RAS доки. A Rin 


Ar A в-С\-_ 
[i2 3 )] 
#2 问题 的 另 一 个 描述 方式 为 ;已 知人 ABC ® ЖИ ШЖ 5 ñi 9 8 * E 4 RUN 


Rr EA ORA HUE. 


жз 令 d= VR: 一 5Rr, 则 d 一 101|, 其 中 .工分 别 为 AABC 的 外 心 与 内 心 ， 
da 可 以 得 到 如 下 问题 : 
с 


在 AABC Ф, Ssin + sin Вы Сане 2 有 sin 


ЖЕ 4 一 sim Al 
Rigg sin gsi Ep 


将 三 角 不 等 式 代数 化 是 证 明 三 角 不 等 式 及 求 最 值 问题 的 常用 方法 ,代数 化 的 方式 主 


要 有 : 余 驴 定理 代入 ,万 能 公式 代入 ,整体 代入 等 等 . 


118 


4 z=tan чап P y=tan Вап C 


+a += 
3 m 
PAYS 
>53. 
= 式 相 加 可 知 中 式 成 立 , 所 以 原 不 等 式 成 立 . 
EA ABC mA E 7 se^ 
例 17 在 AABC 中 心 <bcc, 求 证 2cow <p + + Keo 2 
um i da as ВС TC cos Beos C sin Bain C. 
b+c smBTsnC QU ВЕС, ВС cos Beos Сна sin € 
1 шо Pun © 
Lean Pun C 
使 z=tan un Ву an Bun С 
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таті, 2—1 рео 


例 18 在 人 ABC 中 ,求证 : 


А 
P 


sosAcoslicosCAz Я [cos (A — B) cos (B— C) cos c-a}. 


证 明 Ф090 cos CA — B) + cos СВ C) + cos’ (C AJ. 


下 证 ;左边 不 等 式 . 
ЖЕ: 8cosAcosBcosC cos! (A 一 B)*… 


ЖИВ ALB.CC (0, 到 ,否则 不 等 式 显然 成 立 


ACIER PROS- BcosAcoxB + cosC А+ В) соз CA— B) 
ө-т, (I-E+ 
9r! —6ryty 20 
局 (37 一 "之 0, 显 然 成 立 . 
Ф z—cosAcosB.y= sinAsinB, й r.y>0, 
所 以 cos CA— B) 228cosAcosBcosC, 
当 且 仅 当 tanAtanB=3 BH =”. 
PIRT UE cost (H— C) 2:8cosAcosBcosCs 
cos (С— A icosAcosBcosC.. 


ЕАН. 
ScosAcosB .. co: 


HQ ВА. В.С, RE (DAB) S eos ATE 


1 十 tanAtanB。 tan Atan? B~ 6tanAtanB +922062 tanAtanB— 3) 20. 
tanAranB—1 


往 2 (Decos CA — 10274 + [eos(A+B)+cos(A—B)JL—costA+B)] 
cA cos A — B) -2cosCA4- В)? 
注 3 因为 sin2A+sin2B (A+ BDcos(A~ В, 


所 以 cos CA- BD 


sin2A * sin2B 


所 以 co CA- B> 
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sin2B 


FR cos (BC): nee 


„сон CC A) 
яи У) сох (А-В) > 
= 12 + cos Acos Bos С 


C — 12созА š 


VeosAcosBeosC 


= 24cosAcosBcosC. 
我 们 在 $1.1 得 到 如 下 不 等 式 


例 19 Е SABC 中 stam Ó + tanî 8 tant © + Вып Asin Bain © > 2. 
下 面 我 们 利用 半角 公式 及 代数 运算 来 证 明 上 述 不 等 式 . 


证 明 UAR ар О eI ss 


RE چ .وہ‎ 
тфу te mt 


вое as ++) 


Фо +K 


caa) yn 


MEAE ad зв 


ty 


"+y 2257 
exec > Lewy 


Ө еш y тулу) mo 


SDr- yri- yo, 
HF 2 > 0,025) — у) 20. 
故 上 式 成 立 , 即 原 不 等 式 成 立 . 
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abc 


28, gre r 
Li * DHE -o > КИТ Saw = {= Fatit 


+E +a 


отв 2 a 


ЖЕНЯ , 原 不 等 式 成 立 . 

例 21 ем ДАВС 为 非 钝 角 三 角形 ,求证 :sinA + sin B + sin C > (cosA + cosB 
+ созС)!, 并 指出 等 号 何 时 成 立 . 

证 明 — 原 不 等 武 吕 (cosA 十 cosB) + (cosB + cosC) + (cosC + cosA)" < 3 

Фаина ауа bé ls +P. 

则 г.у. = > 0, 当 中 若 有 一 个 为 0, 则 不 妨 设 了 = 0,y.z > 0. 


я 05 (Е +) + (ntm + (5+2) <° 
E 


“O 


Zac Зав 
tear + by): + (by + ez)! + (ez + az)? < labe 


Е [xy 
ижа pac pem o 


МО st AGB = Plar + y! +z?) + 2(bcyz + acxz + abry) 
— ah ey Gd n Gy) yr GG E + 
(VG DG + zy ° V GT DG YY 
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cap e). 
2ab 


«ао + жа) ++ у Ex EEEIEE us 


Е zt» 


iyt) by letar) Ha lrt у)] + 3zyz 
ER 
=за+хо+рачю 


一 12。 王 十 УЕ. ЕЯ _ 
a.c i 52 - 2 


EEE Rr yz 中 有 一 个 为 0, 另 两 个 相等 时 取 * 
WM AABC 为 正三 角形 或 等 腰 直 角 三 角形 时 取 等 号 


注 ” 当 人 ABC 为 直角 三 角形 ,不 妨 设 和 A 二 至 , 则 D)sin*A —2. 


2 


(cosA + cosB + сос)? 


совВ + cosC)* = 2соз' (B — + 


= sim A + sin? B + sin C 
#22 {ЕЙ ДАВС 中 ,求证 ; 


даре < (a! +H + è )(acosA + heosB + ceosC) < Э abc. 


EM hF acosA + bcosB + ссозС = 40 


Ш dabe < (a? ++ bî А) басок ++ bcosB + ccosC) < abe 


b HENA 2l чае а — b — O < Заве. 


= ИХ ДАВС 为 锐 


三 角形 ,所 以 ,r+、y、z 为 某 三 角形 | 


这 样 原 不 等 式 S8ryz < (z 十 ?十 z)(2zy + 2yz 十 2zr — it 


ryz 


=) S ryz 


УЕ х + ху* + уг + ало کیو ت کے س‎ о کے‎ 
oD 


3ryz 
由 Schur 不 等 式 可 知 ,x 


z < 3zyz № 


ay y ام ج‎ ay b yet bert cat س‎ 
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P—gsr-£ykG-y'Gcy-20-Gty-2G-y-DG-yto0 
—(—х+у+ (ж уф (к 


这 样 ( * ) 式 成 立 , 故 原 不 等 式 成 立 
#23 在 和 ABC 中 ,求证 : 


EM runs ша P 


à B a= un CUM eye булу + ye Har = l 


则 sinA + sinB + sinC 
созА + cosB + созС 


OMARE e D sind < 2 У) cosA 
өх «ЦЕН» 7 <> 


IE дут т луу: ram 


车 cosA + созВ + cosC 


«0x2. 


Ж cosA + cosB + cosC 


9D eg < DE Lt < DOOD 
enc Doto- Protoss Dy + 00 уе + ar + лу) — Pryt) 
өг < Yay Dry’ + 6zyz 
ری ت‎ yeu? < OX ty Уд + 
一 方面 ,4(zry m ye + ar)? = АСУ) ny! + У) gy ee У) туа + бабу), 
Dry t Nay + бу = У + Dry + Bye + 12} узу: + 
Meye +2 му + fac ДИР fry) > GE ЯЙ ҖӘ AGry + yz + № 
开 式 出 现 的 项 ). 
另 一 方面 : sy + Da Усу + y < Drer. 
这 样 (* ) RISE ШК FARA. 
ЖІ 2 是 最 佳 常数 , 当 和 A 一 于 ,日 下 也:C 一 0 时 。 


(E) 


sinA + sinB + sinC __ 
cosA + cosB + cos Š 


жака. A т-%С= 0,0 € (0.5.8 


? 
sinA + sinB+ sinC _ 1 созд + sinê yy 1 ied ceo 
cosÀ + casB + cosC sinê + созд УЕ 
d 4 


ЖО 由 于 ecosA 十 cosB 十 cosC 一 1 十 真 , 则 2RCsinA 十 sinB 十 sinC) = a +b +c. 
ш EFER =a+b+c<4(R+r)=AABC 的 学 周 状 不 超过 其 外 接 圆 直径 与 内 
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切 图 直径 之 和 . 


ЖЖ ЛАХКА. ША Є Гук). A 
所 以 cot А € co] 582-7. 


r= DI = AD + tan А = са 


A 
? $ та. 


И ras 28 +3, 


mo ESES og e ir. 


Е < 2R + 2r, 


Ш ДАВС ИЖ Ж + T š tt X tN k t 5 RUE RE f 
最 后 ,我 们 来 看 一 个 四 边 形 内 的 问题 ,也 算是 对 三 角形 内 不 等 关系 的 一 个 推广 . 


例 24 смо. 


i € O2 WE O, +O: +0, +0, = ЖЕ: 


Умай —1 ，VZsin0 — 1 , V2sinf, — 1 | VZxind, — 1 
cox ^ созй сому <ом, 
ЧЕМ Фа = tan0,,b = tans sc = tan0, d = tan0, M a bc yd > 0, 


=o eb cd 
В сап + 6) + ran( +0) = 0 RC + ү 


所 以 Ca DC о + (c+ dO — ab) = 0 

a+ b+ + d = ahe + kd + ща + dab, 

HF (ad ба OG +d) = аба b+ c+ d) + abc + а + eda + dab 
a DG bcd. 


20. 


+1 ба) 
BE Ge atbtetd 
dxY мчюм+о 
dta ^ atbictd" 

dxbpQETI C41, dl 
Rar RIT 


1 _ Gh ale +b) 
cd  atbiccd! 
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_ (a O(a (b+ dX a) + (с + аэ‹с+®) + dtd EO 


a*bickd 

Lat EP +e + d° +20 + ic + cd + da + ac + bd) 
атыста 

=а+ь+с+а. 

由 Cauchy 4st up i. 

atte +a = arbe (у ااا‎ 


ао EGO CHO ажо (Е «вне НЙ TE =) 


+в axe edd dF 
Gui УР +Ї+ ++ Vd D. 
所 以 Vat EY + EET VE FT + Vd +1 < (20а +++ а), 


1 1 ind, , sinê, inê, 
"ous Sos, + вом, + cosi) 
„sinê — 1 inh — 1 узіп, — 1 =1 
vox cos (cos = 
综 上 可 知 原 不 等 式 成 立 . 
È 0.0.0.0. KE EW ABCD 的 四 个 半角 


以 上 ,我 们 从 各 个 角度 人 手 ,解决 了 三 角形 内 一 些 典型 的 问题 ,希望 广大 读者 能 从 中 
学 到 更 多 ,感情 更 多 . 
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30 — 3 — Axin ЯП. БЕНИ h AE Pet = fa IS ME 


sind 
2, 考察 (Gs) = ЗЛ” OD ay s 0) ВАМИ HT 2 aG HE E 
的 三 角 函 数 间 


= cos 


sin20° + Bsin’2 
sin20 sin48O"- 


m 


. Ga 


AR {fi :cosacos2acox3a***cos999a. 


dn 
1999 


. ЖИ: + tan + 12") С + tan) C1 + tand4*) (E + tan45), 


1 1 1 
АКЕ 二 C UN 
fm. xin45 stn46 3 sin: SinI33 sinI34 


2 E um 
sinî sin2 in эзїп89°мїп90° * 
(3)2sin2" + аким” + 6sin6* + ++ + 180з10180°. 


8. 用 多 种 方法 求 值 :cos — cos + соз 38. 


《2) 


7 
9. m = T 
(D ЖИЕ. іп За — sinta = sin2asin3as 
(2) 求证 :exca = csc2a + cscta; 
(DR (fli cosa — соз2а + cosdas 
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(4) 求证 :cosa 是 方程 8 + 4r — 4r l = 0 的 一 个 实 根 ; 
(5) 求证 :cosa 是 一 个 无 理 数 ; 
(6) 求 值 :tanatan2atan3a; 


nî atan? 2a + tan'Zatan'3a + tan" 3atan'a; 

(9) ЖИЙ :сога + cot 2a + cot За. 

10. 化 简 ;(1)sin54 — Ssin3A + 10sinA 

(2)1 + Cicosz + Cicos2r + Сїсоз3г + ^ + Cicosnr (n € №). 


11. BA A,B HBM. HL sinAcosB + V3sinAsinB = — چ‎ A.B MR. 


12. 化 简 : 3) 


э. Ris JT (1+ i)]= Its $(0x)] zemen 


M. Bx rye 0.5] GRE sin ac 3sin' zcos у + cos y = 1 ERE Ji z = y. 


sin'nr 


15. R assas а 人 二 由 ,使 对 任意 z € Rinz у O HAE = a 十 


У) аы cost — Dx. 
16. вачаб Lo) = tan (9). nt + 0) gig ath 
а b с D 


sin (a E (8 


са = 

P+ Esin (y-a) = 0, 
17. 在 ДАВС tH a + B = A.R E ‹соҗасовВ + cospcosC = sinasinB + sinpsinC. 

18. 在 人 ABC 中 a,b,c № 2b 二 a 十 c, 求 5cosA 一 4cosAcosC 十 ScosC НИЙ. 

19. Е ДАВС 中 ,着 atanA 十 btanB = (a + btan АВ, жүр 


20. 在 ДАВС 中 ,3sinA + 4cosB = 6,4sinB + ЗсокА = 1, 求 角 C 的 度数 . 
sina + 7sing = A(siny + 2sing) 


21. GB e yg € REME ou + тесей 


求证 :2cos(a 一 g) = 7cos( — У). 
22. RAR fU) = созЗх + 4соз?х + Bcosz,r € R 的 最 小 值 . 


23. 已 知 锐角 o BEM ёс. аа Б) > 0. эя. (S) + (m <2 


ACcosy + 2cosg) ` 
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соза. сой = г =-= 
24. 已 知 锐角 op 满足 Sin8 зы, = 2" 求证 :a 十 8 一 


25. ВА Жа b. A BRL f (8) = 1 一 acos9 一 bsin9 一 Asin29 一 Beos29, 求 证 : 
如 果 对 于 所 有 实数 9 均 有 f(9) > 0.W a^ + < 2 B A: + B: < 1. 
26. RE JO) =| sinz + сов + tanx + cotz + secx + eser | ,x € R (REM 
27. RIE: Ginz асов) (sinr + bcos < 1+ (FP). 


28. BMY > e> Нг 


求 cosrsinycosz 的 最 值 . 
29. RÉM Cr) = 560%? a — 6зїп2т + 20зїпт — З0созх +7 的 最 值 . 


30. Rab € RW ok y M] FL (0.2) 的 最 小 值 . 


31 已 知 函数 foo 一 sinr р SR ds gC) 的 最 小 值 . 


32. # a. û 为 锐角 , 则 cosesin2asin28 <Ç +8, 


33. EM apy HRM cos a+ cos’ B+ cosy = 1, 求证 :cotfeoty 十 cotycota 十 cotacotp 


34. 求证 :cosl" 是 无 理 数 . 

35. 设 für) = л? + ar 十 beost, 求 所 有 的 实数 对 (a,b), 使 得 方程 (GO = 0 与 
FG) = 0 的 实数 解 集 相同 且 非 空 . 

36. Wk r.y € R, 且 集合 {cosnzr +cosny |n € №) 是 一 个 有 限 集 , 求 证 :x,y 都 是 x 的 
жя. 

37. 求 最 小 的 a € N' ,使 得 下 列 方程 有 实数 根 : 


соба — z) — 2cosx(a — т) + cos ЗАЕ 


UN Aus B Bast 
38. 在 AABC m. Ж S = an uan +1 + Aun Tun F1 + 
3tan Stan 


стап 全 + 1 的 整数 部 分 
39. 在 ДАВС 中 ,sinA + sinB + sinC < 1i min А + В, В+ С,С+А} < 30". 
40. Е ДАВС H. ZA. ZB, ZC HTHH BC = а-СА = b,AB = c RiE:2bcos © + 


se 


iy:-e 


— 8 анана 
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41 求证 :在 AABC h, (Dcos А + созВ+ cosC > Š, 


CDeosA + cost B + соё С 3. 
42. Е ДАВС 中 ,对 实数 和 有 cos! A + Asin2B + sin2C) 5+? sin А + ACcos2B. 


FOO < 1+ HERO <A S1 B B= Co Z — Lacs 时 等 号 成 立 ， 


43. 在 AABC 中 ,有 cosBcosCsin* а + cosCcosAsin! D. + cosAcosBsint © <LI 


ФА. 
44. Ш r.y.z € R.m.n € N,m.n > 2 OR KE зїп” rcos'y + sin" ycos'z + sin"ecos*z 
所 1 且 1 为 最 小 上 界 . 


45. Æ ДАВС 中 ,比较 -1 i و‎ + 


SinZA + sim2B ^ simZC ÜsinA + sinB 


1 
+ anc HAA. 


46. 在 印 角 A ABC ih RIE: (DsinAsinBsinC «(Dcos dcos Beos < LESE, 


47. 在 SABC b RIE ca? cosA Dcos cos < Sabe, 
48. 在 ДАВС 中 ,求证 
Bout 


4 + cos um 
cos G + cos B + cos С > 


.)8 چ + 


B ыб _ 
SnB + sin * SinC + sinA 


Ж gg en. 
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1. dp? = dosao — 3. [] aoro = - Ай + ЧЕ = 3 — дыме. 


маз 
sind 
#4 0 = sn = 2.9 Gcos 9" — 3) (408 27° — 3) = tan9", 
LXI 


(3 anin #0) = 


4. M Chicos! 9" 一 3) Acor 27" — 3) cos 81° — 2) cos 243° — 3) = 18. 


ERI, FEL 
D -( + 


22 


(2a) 
D 


2. fab) 


+ (+2) + ( 


ажа ВН a = bm иш" 


HE (pe fu 


R ла, = ED 
“д Мань LIC 
Bibl а... = 8. 
将 其 改造 为 стать 


(D Ro d 0.10.09 = sia = cos i Qc nire ү (15 сөй > g, 


Okap” 


a nr- = 


VSsin20 


dein CAD" + 20) -4sin2oreost0r 20548407соз207 一 covtorsin2077 
E Vasto" 
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sin 


GERARD 


Ex 


BS Ginl2 costi" — сок1275п807) 
u Sin2 eos24™ and 


A sinc 127 = 607 


зл соя GERIEA 3) 


Asiat 48"; 
Баа 


5, 设 Р = cosacos2acos3ocos999a,Q = sinasinzasinda"" sind99o. 

Ë QU = (2cosasina) (2cos2asin?a) (2cos3asin3e)---(2cos999e + sin999a) 
= sin2asin4axinfar'sin2006o[ 一 бак — 10000) J[— sin(2x — 10020) )-=[— sin(2x — 19982) 
= пам 


sse Q 


таео. P = y 


8. HERA зав + ans 6] = 2 


1 一 tank 
TF tant 


SKF (1 + ton + tan) CL H tan44)(1 + tani?) = LO + tan) + tan44)3[(1 + tan2 O 

+ tant3?) + an22570 + anzi JEI tai] = 2" 62 一 22 
мае о заа] _ sinlk сое 
т вт sink sink | 1)' sin sindê + D^ sinis 


a, 1 BE ruat teat : 
cos Н LIEU 7 sapie o+ D^] 


1 
二 
E MEE E 


XO ea (1+ 1 + nk +1 uni! 2. 


sink'eos(k + D° 


т + DD' „ж 


a E 


cou34")] 


= sip consi — cott?) + Cou" — eot48") + === 十 (cotl33” 


рОН enr) + Gon — coni) + -= + (roti — e0190") + Coni — cot89" + софа? 


Leo) ме ont) = zer = eos 


Teor" — cosZ') + (cott? 一 eol3 ++ 


rr ME 


«ооо? — соо] = ео]? — сомо") = 
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ii 


(3 由 于 2sin28" + sinl = cost2k — 19° — cos(2k + 15° 
АК 2907 + sinl” + 26 2sin4" + sinl") + 36 2sin6" + sinl”) + === + 89 。(2sin178 sinl) 


(eos — cosi?) + 2(соз3' — сов5'Э + З(соз5° — соз?" + -- 89(cos177" — cos 79) 


cos" + cosi + coss? + == + соз1777 — 89cos179" 


eosl 


= cosi + 89cos1* 
所 以 。 2sin2* + sint" + баја" + === + 180540180" = 90cotl”. 


8. 解法 Lu = cos + cos ЗА cos 


ЕТЕ 


МАЗ: = cos 


at = cond isind. 7 = corê — isin dit cout = 


sas Жы cS robs ae d f 
n EE 
tt 
таз 
Tt FILLE D. 


z cos КУ НЕ SE cos | 
Foos E d iin Tos ac 


Miki Ts 十 1 二 0 在 复数 范围 内 所 有 的 根 为 ;一 1,cos T s isin T 


B aisi. 


i) (od iin) (em ln) + 


META 
ج د)2 + ا‎ + eos ŽE + cos $E 


E 


= E 

即 со cos P + cos 
解法 5: 8 TE ДАВС 中 有 恒等式 :cox2A + cos2B + cos2C —— 1 — 4cosAcosBcosC. 
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(sin3e — sina) (sinda + sina) = ZeosZesina + ZsinZecosa 


ЕСТ sin(x 一 4a)sin2a = sindosin2a 
(2)sin3e = sintetəsin2asin3e = sinZesintats (2cosasinda)sina = sinZasino: 
اھات‎ 1. = >L. 

sinda + sintadsina = sinžasinta — = ти. + LA 


esea = csc2a + eseda 


(Deore = costa + сонда =— (cos ŽE + cos $E + cos $E 
E oon 2E + ln feni SSS st sin ŠE — ain SA + sin f — an 
СЕ ¥ ran aor а assia oT 
pui pou: 
ЕЕ 
an 
(4) 由 于 sin3a = singa, | 3sina 一 4«in'a = 2sin2acos2a = 1sinecose(2cos'a — 1) 
«ӘЗ — 4(1 — сокта) = 4cosa(2cosie — 1)esRcos'g — 4соз'а — 4соза + 1 = 0. 
Bp сока НЯ Br 一 47 一 4z 十 1 = 0 的 一 个 实 根 - 
(5) 由 (4) 可 知 2cosa 是 z + t — 2r — 1 = 0 @—1 Ж.Ш r + r = 2x — 1 = O HWR r € 


IIH = IO RIY Hr — 2r — 1 0@%#. 
Ш 20сом RY Hr -2r ОЖ. 2cose HEMM. 
БЕД cose HEAK 


tana + tana __ 
i— tanatan2a 7 Гао 


(6) 由 于 3a + do = к. tanda tanda = 0 


Em 


AO tania 是 方程 z 一 21r: 十 35z 一 7 一 0 的 实 祖 - 
同 理 ,由 于 6a 十 8a = 2x Ж 50-122 二 3s 知 tan[3(2a)] 二 tan[4(2a)] = 0 Ж tan[ 399 T+ tan 498] 
O, HERE tanî Zatan” За RE r?° — 212 +354 — 1 一 0 ERI 
所 以 方程 太一 21x* +35х—7 — 0 的 三 个 实 根 分 别 为 barfavtanf2a tan а, 
ЖИ Я tan atan? Zotan" 3a a + tanî 20 tanî За = 21 tan etan’ 2а + tan" Zatan" За + 
tant 3atanî 
所 以 ,anetan2aranat 
(D) 由 (6) ав? 
(8) 由 (6) шл 


(9) 由 (6) кого cot 2a + co 3a = 


л 


+ tanî 2a + tanî 3a 


21 


tan! За + tanî Sota 


jan” 2a + tarî 


_ бима + tanî Zatan’ 38 tan! Satan", 
an atan Zoton" За 


I 616. (Ext) = 16sinA 


= 


Hi 
(2) Ф z = cor + isinr M 
(a = +C +С + e Ce 


面 由 二 项 式 定理 可 知 : 
= (1+ сом + Cicos2r+ = + Ccomr) + 


ic 


nz + China + + + Clsinae), 


ИННАА ГА +5" = (1 + соат + ising)" (eos! — + isin соз" = 


Peor Los $ + inin = 7" 


k 14 Соки соо + = + Cleosnz = eos Fr + eos a € N° 


її. B lz e sinA + аА mA. = PERI M CcosB sinB) 既 在 直线 (上 ,又 在 单位 轩 + 


3sinA +1 
= 1 上 ,故国 心 0 到 直线 BRM d = <! 


px 


< о. sina = 1. 


即 (2sinA 一 + 


又 因为 0 一 A<< 至, 所 以 A - f АЯУ В ~ + — вс. 


2(cos3e + coss) _ 32соза + созЗа) — созде _ cose — 13сом L corso = 3co — 


жаты = Sina sine ага 


соза. 
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Фа З ena HN 


соз3\ + 3cos3'-， 
F sm? 


z- 


_ ane — me ЕЕГ 
WF unia = шее au, = а 


+e B-a 


E ew 
1-435 1n 


所 以 

mdi [F(1 

о = Gin 2) + Ceos y? + (— 1? — за «coy (—1) 
= Gl + соё y — D sin! z+ cos! y+ (— D — ant reos y — sint z C7 D — cosy + (— D 
= doi ct cos y DEG — con y + Cainta + D! Forty] 


所 以 since ie" кок у + cos y = Lessin" x + cost у— 1 = Otsin’ z = sinî yessinz = sinyar 


= ув ry € [0D 


Hos HE 4 e = Bube = (a +hb+Ola +H +e! = Cab +e +a] = Та oLa H 


— Ga). 


slang + sin(a + Dz 


15. 由 于 sina sinûr + sin6z + e 十 sin2nr 一 


sinar + cosin + Dr 


солт + сом + созбу + == — cos2nr 


gp йш soir зал + sine og Ct DE L Cinar + inta aint 


sihêr) + (соёт + contr + соба edu! = n+ Y) алада + майы +Zcos2ir oskr) = 


+2 Xp coach— bs 
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所 以 ws 一 mass 一 人 即 为 所 求 - 
ank8 十 o), 则 请 一 rand D 


РО = сомӨ+ дес, р 
in(0 + a)cos(0 + 8) — sin(0 cost =) s 
sin(2g+ et ев = +0. 

Mea gi а f) = sin 29 +a + p sinta = p 


eost В) — cos2(0+ 1 


MEE EE sieg o = eost 7) — cost p? 


cta 


Сену а = cost cte 21 


=җшшшя Ein -o + 人 Sin- ани у) = 0. 
17, союсовВ + создеонб 一 Csinasin 有 十 


©) = cosacosB — sinasinB + (cosfeosC — singsinC) = 


сша + В) + сой C) = eos EE Ca еВ С зо АВС EB 8=C n 


o. 


m—-——— = eos AŞE 


PR ESA 


35cosA — &cosAcosC + ScosC = 4 


Ax 


= (а — лап B mai лапА 一 A tanB 一 AtB, 
19. atanA + binnB — (a — pun AEB میں س‎ un АЖ) + cuni ыз ЕВУ 
рей _ 1L OA ВТ f RE _ 1— costA + B) 
= 
ВА + sint A + В) + cosensCA + В) — co , , , sinB « sin A + В) + cosBeos( A + B) = cos 
* cosAsin(A + BY cosBsinC A + B) 
ca BeA p, Aen 
ТОЛА Sin(A + В cosB * sinC A + B) 


cH co /2RsinA _ 2RsinB 
COSMAS B) (А cosh 


_ 2R(eosB ~ eon) (so, 
мА (^ 


所 以 cosB -= cos 或 tanA = tanB. 所 以 上 = В.М а = b. 
20. 6 + 1 = (3xinA + AcosBY: + (sin + 3cosA)? = ЗЕ (sin! A + cos! A) + 4° (eos! B+ sin! B) + 
CsinAcosB + cosAsinB) 


一 anB) 


° 


+ 16 + 24sinCA + B) — 9 + 16 + 24sintz 一 C) = 25 + 24sinC 
В loy pa xag. 
所 以 sinC = ао <C < ek C= T 
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KC = i M AT asnA асов < 3x E +4 < 6 FARE. 


ЖС- т WAER. 

sina 一 8sing = 4siny 一 Tsing 
cosa — Beosp 

(sina — Bsing)’ + (cosa — Scosg)* = (4siny — Tsing)? + (4cosy 一 Tcosp) 

HR costa p) = 19040 У 

22. f(z) = Асо + — Seosz + 4(2cos! z — 1) + Beosr = 4соз' z+ Всоу'т + 5соат — 4 = (соз: + 


Гео + D? — 
当 且 仅 当 cosz = 


т. ИЯ 


,两 式 平方 相 加 得 


созу — Teo 


1 或 coxr 一 二 时 取 等 号 - 


23. ме 0 时 ,+ 有 > 号 


BED sine > sint 


В) = cof >0 


0< cosa < cost $ =p = sing. ИЦ О < SS < 1,0 < RE < 1 


erno- (99) + (S. mi ус о. o вивне. 
所 以 fon < f(0) = 
M x < o nb EIAS 


24, BUE a +8> TEM sina > соф > 0, sing > cosa > 0. 
"NE 
яшм Er < 2 Т 


жанр RO < sine < cowg,0 < sing < ооф 


MUSE > 1, > 1, 


sind 
сова ү 8 s 

ы sino 2. 
Ma +g = tate CUE 


所 以 a 二 B= 5. 


25. Я асом + bain = rcos(ê— a) ır = a 
Aeos20+ Beos28 = keos2(0— Dk = VAFA 
所 以 РФ) = 1 一 reost9 一 0) — keos2(8— В) 


Kamati Mose- 1 ВИКАК 
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Otom- A 


到 9 一 月 和 9 = 8+x 代 人 可 得 
в = L~ reos p= a) 
fato 一 


D 
оӣ ан k= 1+ сона в) — 620 
DHOMAS! MA +E <1. 


26. ièi = sinz + coe M ¢ € [一 


lj = sine + соз)! 
М sinreosr = 


an fon = [ео + 


ттт  sinrcosz 


+ 


lens; 


由 于 1 一 1€ 47-1421) 8-1 2,0. 


Brija EN A 


当 且 仅 当 上 一 1 =— БАН ЧА 
所 以 函数 FC 的 最 小 值 为 2VZ 一 1. 
27.1) 当 cowr = OBRERA = sin'a = 1 < 1+ (LF) = жж. 


ens 


2) 当 cor Z O М, ЖЖ FX anr + (unr + b < [+ sz = 


j? e tan 


kam CSS. 


voszsinycosz = сом + IZED sin =D > Dcosrsinty ~ £) = eos! 
28. > " + >+ و‎ (= + 
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Шт. -otas 


à sl 
所 以 cosa > cos que 
W созгзїпусозе > cos’ 


SHRM r= 


забу + іу „и. nG t) зіу) 


coszsinycose = cose + š 3 


1 
Зона) 


1 LEM 
= орен sin on 


1+2. 


Га 


综 上 所 述 ,eoxrsinyeoss 的 最 小 值 为 上 ахах, 
29. y = (coy z — Vtsinreosr + sinê z) + Osun — 30сом + 
= беж - 


nz! = 10(2sinr — eos) +3 


= (3coxr — 2sinr — 5)! — 22 = (2sinz — Зеокх + 5)? — 22 
[Зз — p) +5] = 223 tang = +. 
Mini) = Lus = CTS — 22 = 1610 VIS. 
M sins — p) = LB us = C. TEE — 22 = 16—10 VIS. 


e заго 8. n 
30， 引 和 人 待定 的 正常 数 t + Msin 9+ FD + уг 


+ 3bcosf0— 34 > 


Е 


5 (stro) “нею esa f (ses 


" ^8 B - = ког 
ипне» атов Ву = koso. 


) eet 5 УЕ 5 FF w. 


E ENE REN 


88. 


MM û = aun /全 Hy RRNA. BRR + 


3l. Фе залоо еа e nO = e Ре [2.41 


зи лс) 在 [2,1] 上 单调 递增 
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所 以 3<hD < 3. 


所 以 to = maxi ACD +5— 3 |} = такі 51. 
5 的 一 次 十 数 ) 


5+3 1. GE UD = AD 十 4 一 3 看 成 关于 


CERT +Ë 
BL > усві 3 > 


1 xcu" 
i AS = S apos 


所 以 sb = + 
32. 证 明 ; 如 图 3-1, 在 对 角 线 为 2 的 长 方 体 ABCD-A'B'C'D' 中 , 设 AB = a, 
BC = 5.ВВ' = с. САС = а. /САВ = В.а +P 24-0 y 
-: Deosocosgsb = ACsing = 2cosasing, EDUC IY 


Zcosasa = ACcor 
2eosasin2asin28. 


体 的 体积 V = abc 


2sinə, 


aî + + ef + 2(ab + 


1 
zt 
"m а 
23 


Voas (HHY = dtes Bron = 


dca) < узш eg + 


ЭМ cosasin2asin2g 


эз, 由 于 сиди = 


СЫНСЫН 


sing мшу 
网 理 ,coryeoto < 


+ EY р сонр 


[1 er piane s + ши 


sos soy + 


за, RM cos co 
BL cosCk — L* codd" € О.И F сом + 4 cos(k = 1° = 2cosk eosl", cos(k + 1" € Q. 
这 样 册 数学 站 纳 法 可 知 ,; 对 地 Vn € N° ВЯ com € Q. coo = D € Q FM. 


所 以 cos E Q 
35. Ша GO = 0 5 AUD) = 0 的 公共 实 根 , 则 fta) = 0.B SD = fad +a fta) + 
ом fta) ,从 而 fo) = r + az, 
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D а = 0B. са) = и.о = 0 BERIO ЛС) = f!) = 
所 以 a 一 0 时 满足 同意 . 
D Mos OB. о = ови (0. 
ах) (д? +ar +a) = 0. 
BM | qara a = 0} C 10. ~a}. 
Who 十 0*a 十 a 二 0. 则 a = ОЖ. 
HC +a» (=a) +a = 0. 则 a < oM. 
所 以 方程 过 十 ar Ta 二 0 无 实数 根 ,所 以 A 
Мо<а<а 
Та ЗИНА а Hab) 10 <a < 4,6 = 0). 
36. ША, = cosnr + cosy h FIA, | € NT | W- PARE СИКА. AAD) 至 多 
只 有 有 限 组 是 两 两 不 同 的 ,于 是 ,存在 正 整数 mvnvm > > 2 BRA, ‚А, A.D = (Ac Arr AnD 
МА. + А, = [cos(n— 2) + cosnz J + [cos(n — 2) y + cosny] 


0 的 解 集 为 (0). 


atM ЛУС] = GP tar) + az ar) = Ое + 


а <00 <a <4. 


= 2eos(n — D rcosz + 20569 — 1) ycosy 

= [cos(n— 1) + cosim = 1) y](eosz + cosy) + [eos(n — Dx — cos(n — D у](совл — cosy) 

= Aes (cosz + cosy) + [costn — 102 — cos 
Ani A=, = A,A. = An 

= An 


10у] cosz — cosy) 


ads 


Ф 

(eos(n — Dar = coss — 1) y] сов — cosy) = (совт — x — сокбт = D y cos — cosy) QD 
# сок = cosy = 0. т = Zee y КАФ а 

Феом(п = Dz = 2eos(m 一 Dz 所 以 (n 一 Dz = к n — > 

所 以 x 为 * 的 有 理 数 伴 , 所 以 y 也 为 = 的 有 理 数 售 - 


Ж cosi — cosy © 0, соз(п — Dz — соя — Dy = cos(m — 1x — cos(m— Dy" 


is Da + cosin — Dy = совт — Dz + совт — Dy 


вори, [07 Dz = me 
ostn— Dy = costm — Dy 

ЖШ ху 也 为 = 的 有 理 数 倍 . 

@ ra GU E 


37. RHE co[eoss(a — т) 


gepepe 


1 
вка 0 - 1 4 | 
совка x) 7 1 + 


coseta — x) 


Е 
За —а = 3а(24, — De 


М D 可知 :由 于 a EN МЫ гє Z B ra RRR. 
i O 式 可 知 .a 为 3 的 信 数 . 

# za MARA ОИ, МЫ га МИ. 

所 以 a 为 5 的 信 数 ,又 因为 a € NT Billa > 6. 
тма бв. = 8 是 其 一 个 实数 解 .所 以 <-- = 6. 
注 1: 车 方程 改 为 ， 


E EN 
eos! иба — 1) + Zosma — а) + cos ДЕ + cos (FE + $ )+2 = o 


MENEM ana ~ 3, 此 时 工 一 4 为 其 一 个 实 解 - 


ЕЕ cos Ex » cos (52 а) = он. Фо E +£ 


ИУ Bl єзсоз(39— x) + cosd 1 = 052038089 — 1 = 0s (4cos' 0 — 3совфсохф— 1 = Otat cos'g = 
D cos! = 0еэсоё'8 = 1. 


Зах 
س ودا‎ -i 


з — lS < | (n Fun 1) = (зил Fun G ж у+ (вп Sun 2+1) = 


2 2 
МЕ = 3425 


BEM O < 1 <1 MA (1—4) > Or + 2r < xt ETT rd. 


& s> (mn fun E +1)+ (в un air (nn fun d 
所 以 [S] = 4. 

39. 由 于 俞 赠 关于 A.B.C 完 全 对 称 , 不 妨 设 上 日 二 C, 则 由 b+ 二 4 及 正弦 定理 可 知 sinB + sinC 
— 


即 2sinA < sinA + sinB оС 


+1)-4 


1 
MO АЗ. 


又 因为 ААВ 


= во" 


3 
所 以 A> 150, 即 ВС 30° 
Rl mil4 + B,B + C,C+ A) < 307 


40. RN 0 < ¢ <" 
wt B 
д cos Ç 2 
a Md c B B 
注意 到 ;ecosC + ¿cos = a, 所 以 2beos © + 2ecos Ê > bt2eos* С) + el2eos В = М1 + соб) 


+e(1 +easB) = b+ + (heosC + ccosB) = a ++ e, 
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Bone ene авна 


— sin = ain Dan E 

41.0) 因为 cos В А - zin Dan S >o, 
"IX 

所 以 cos BC > ча А, 

W cos A + cosB + cosC = cost A + 2sin deos EZE > соё A etu! А. 


= а-ы 


(2) 国 为 cosA + cost B — © 
所 以 cosA >— cost ©. 


M cosA + cos! B + оС 


cos + 2 + cos2B cost) = 1 + cosA[1 — cont — СУ] 


> 1= обв - Ol- сов Сэ] = [eon B= C0 - LF > L 
> 1 一 con(8 一 OL 一 eos(B 一 0)] = [eos(B 一 0) - 3 T> de 


所 以 cosA + соё B+ соё C> 3. 


40, cos! A +АСчтаВ- ма? 


= cos! A+ asinAcos(B—C)  — (sin -acos В OF +1 +4 co (B 


Ox ex: 
sin” A + Acos?B + cos2C) = ми? A — 2acosAcos В — C) = — [ens + вом B= СУ] + 1+2' cos (B 
“Olt. 
43. E М cocos = [cost B+ C) cost B= C] < [cos + C +1] = cos ВС 
› ‚я cosBeosCain’ A. < sit $. 
= чё Ф.Ш coslieosCin! $ < sint $. 
ensi! Ë < ıt" В. 
Ия cocos! E < sin" Ê, 
cosAcosBsint C < sint E 
Ac A ыг ËB + aa C. 
osBeosCsin $ + cosCeosAsin' p + cosAcosBsi А Bauer G 
tsin E + sinî f = 1— gg < IGE Ror Я ДАВС BIRM FENA WAHE. 
ME WAO- si D siy siwa) > 0 
上 式 左边 展开 ,得 


1— sinî rsin! ysin'2 > sint r(1 — sinî y) + sin yC] — sinî z) + sinî (1 — sinn) 
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Е 
Monac 2H 


sin" zeos'y + sin" ycos'z + sin"zcos"r < sinî xcos y+ sin? ycos z + sin cos z < 1, 


cos z + sinî eco x < 1 


所 以 原 不 等 式 成 立 . 令 一 等, 


则 不 等 式 取 等 号 , 即 1 ERA EN. 


RAE ИКЕ RE 
SnB эпос © simA + sinB 
1 


1 1 * 
uic" uat uina ТА ВСЯ, ШЖ 


45. FEN E ДАВС REA UAE MIL. 


LL 
32A 


因为 AABC ВЯ MIE. 


ت 
mB‏ 


WEA CHRM HM ARDEM В.Ш x < 2C < 28,0 


sin2A > 0 sin2B > 0.cosA 


又 因为 


(ia + ia)" (дий * 8828) T 


ain2B(2cosA — 1) + эл2А‹2солВ— 1) 


аА мас 
> in B(2cosA — 1) + ма?ВдеозВ— 1) 
палла 
2402 B(cosA + cost = 1) 
sinZAsin2B 


Î cosA + cosB > sinB + cosB = VËsin( B+ >> 1 


куты чат н < 
зов) (хазл + эв)? "P 2А * nz © ад + 
RE СОСЕ ДЕЕ БУЗУ 
В © SIC дай "зай * еб 
Б - НИС ЕНЕ opes 
E AABC ВВА CRUEL EID C * 


ЖА t sinB ас 
HEE. 


тут т — 1CsinBsinC + sinCsinA + sinsinB) 
SRA ой ^” xinê im2C + sin2B + sin2A 


ACGinDsinC + sinCsinA + sinAsinB) 


nac ize tom) (hc + в + дид) 


1 1 1 
2С t SaB * snaA) 
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A(sinBsinC + sinCsinA + алаш 
3 оС SIE SA 3 


BoinC + sinCsinA + малые) , y 1 | 
5 (сш 


` (Gue TB m) 


ав 


2А) 
dini nC + дельи + 2sinBsinC + 2einCsinA + 2sinAsin D 


1 1 
пас * ав + SZA 


< fein! A+ sirt + Dini Binsin + Lin + 


MsinA + sinB + sin) 


(жс 


icd 
uu 


Ас 
SaB * звал) 


1 1 
MI MET 


A6 CD 证 明 。 不妨 设 C XR CI EM O< sinC < 1,cosC < 0, 于 是 


sinAsinBsinC < sinAsinB = --[еомА — В) — costA + B] < Tü + eos) < +. 


(D CIO EROR EME ABC ,有 


0 < sinA + sinB + sinC < 1E. 


FO < sind < 1,0 < eo f 4<8. 所 以 0 一 sinA + sinB + sinC. 


Feos PLC сума, 


№ abe 是 三 角形 ABC 的 角 和 .B.C 的 对 边 .p Ge 5+ O,R.r.S. 分 别 是 ДАВС (ЭМЕМ 


A г 
FE AIR FES ЕЕ М 5, = HE. p ~ RGinA + sinB + sinC оз 4 = Af 
cos В a 
z 


БУРАБ _ pii. 
de ak 


£ = аА + sinB sin 
dm ОА + sinB+sinC) < 


к+е- 
p 


4T. 因为 ureosA = a I жаа 


gh 
p 


FURRER gl [a CF + e — a?) + 


(aî + 


рае < dae 
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Ра E ду aee 
PETRA 


ZYH rya PES +É <o. 


————— 


o 

DA xoc 08 жн > 6 VI y rae ET т: ey m блуз. 
OR 

DF roy PB ТЕКТОНИК г 0,у > O, >0. 

MOREN = гуно + у Geox god y) = аа! FI gà >0 > Gaye 
此 时 © жш. 

综 上 可 知 原 不 等 式 成 立 


48. 证 明 ,因为 cos 


егуз ye y by air гу rye 


КҮЧҮ ҮТЕ Т 
= [= + sin 
А о В. 
1 B 


49. 证 明 。 由 正 交 定理 ,不 等 式 等 价 于 | 了 全 5 十 下- 十 


| 
Е 


ты 


а Total 


Жа ambe 
-ub 

M OIM TERT OG Fa 

[TET 
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e و )ل‎ z( 
Tt TT 


uy 
SOFITO Ey 


оу 
Утв Gyr 


{#514202 0) 


y F= ADG 
ШР EUG 
ено lari 
Tiere Lei 
OR M 的 最 大 值 ,只 要 求 F 的 最 小 值 , 亦 即 求 
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+ tri AME. 


Wo) = + 


由 wa 


d 1 
wua =s- 
77 z 


+ W= oMi =°. 


аът» 


1 
ore ke 


Ce- 


xm o» 
BAN -iors coge = BECA, 
B» 


ED 


тшк LEWD 在 (9. co pr 
由 问题 实际 意义 知 
SEED we gui у M RB AG. 


148 


ЕО 


Gk- DGR = 2 


RW geenaeen 010—3. 


1 
Шш M< + ЕЕ 


бр 
-= 

" (жб лон? 
TRE sinB sinc 


&*:/2-3 


Заир ab гас M. 


SA — sinB чав xin ^ snC— sinA 


ика Ess 
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